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WIOMAS BE NUMEROS REALES
TEQRIA DE EXPONENTES
ECUNGIONES;

AXIOMA DE LOS NUMEROS REALES '

El sistema de los nUmeros reales es un
conjunto no vacio denotado por R con
dos operaciones internas llamadas:
1) Adicién (+) : ¥ (a,b) = a+b
2) Multiplicaciéon (.) : ¥ (a,b) = a.b
y una relacién de orden “<”
(<, se lee "menor que”); el cual
satisface los siguientes axiomas.

L. AXIOMAS DE LA ADICION I

Ai: Ley de clausura
va,beRR—>a+beR

Az: Ley conmutativa
Va,beR—>a+b=>b+a

As: Ley Asociativa
vVa,b,ce R
(a+b)+c=a+(b+c)

As: Existencia y unicidad del
elemento neutro aditivo
Existe un valor Unico e %,
denotado por “0” (0, se lee cero)

tal que
VaeNR: a+0=a=0+a
As: Existencia y unicidad del

elemento inverso aditivo

vV a e R, existe un valor Unico
denotado por -a tal que:

vV a e R:

a+(-a)=0= (-a)+a

I1. AXIOMAS DE LA
MULTIPLICACION

Mi: Ley de clausura
va,be®R —»

M>: Ley conmutativa
Va,be R —» a.b =b.a

Ms: Ley Asociativa: Va,b,ce ® -
(a.b).c =a.(b.c)

a.beR

Ma: Existencia y unicidad del
elemento neutro multiplicativo
Existe un valor Unico e R,
denotado por “1”
(1, seleeuno) tal que
vV ae R: a.l=a=1.a

Ms: Existencia y unicidad del
elemento inverso multiplicativo
vV ae R/a=0; existe un valor
Unico denotado por a "' tal que
a.al=1=a1%a

I1L. AXIOMAS DE LEY

DISTRIBUTIVA RESPECTO

A LA ADICION

vVa b, ceR

Di: Distributividad por la izquierda
a(b+c) =ab+ac

D,:  Distributividad por la derecha
(a+b)c =ac+ bc

IV. AXIOMAS DE ORDEN I

O: = Ley de Tricotomia
Dados ay b € R; se cumple una
y solamente una de las siguiente

relaciones:
| a<b | a=b | b<a |
02 = Ley Transitiva, V a, b, c € R,
secumpleSi; a<b Ab<c
= a<c
Os = Ley de la Monotonia
i) Va,b,ce NR;
sia<b=a+c<b+c
ii) Sia<b A0<c = ac < bc
i) Sia<b Anc<0 = bc < ac
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V. Se denomina ‘“intervalo abierto”

AXIOMAS DE LA
RELACION DE IGUALDAD

DE LOS NUMEROS REALES

v a, b, c € R, se cumple

1) Dicotomia: a=bwva=zbhb
2) Reflexividad: a = a
3) Simetria: a=b-o>b=a

4) Transitividad:
Si: a=bAb=c soa=c
5) Unicidad de la adicion
Si: a=b=a+c=b+c
6) Unicidad de la multiplicacion
Siira=b = a.c = b.c

VI.
AXIOMAS DEL SUPREMO .

Todo conjunto A de numeros reales (A
# 0: no vacio) acotado superiormente,
tiene una menor cota superior,
[lamado supremo de A.

[12] RECTA. REAL (INTERPRETACION
GEOMETRICA)
La recta real es una recta geométrica
de infinitos puntos donde cada uno de
los puntos establece una
correspondencia biunivoca con los
numeros reales, esto nos permite
visualizar una relacién de orden <
(menor que) entre dos o0 mas
cantidades, como ilustra la grafica
adjunta.

#s negativos #s positivos

Intervalo abierto Intervalo cerrado
A I B i

) a b 0 ¢ d +o

La relacion a < b al graficarla en la

recta real nos indica que la cantidad

“a” se encuentra a la izquierda de la

cantidad “b”.

Con respecto a la recta geométrica

debemos tener en cuenta lo siguiente:

1. “0” (cero), es el origen de la recta
real, no tiene signo.

2. Los numeros negativos son
menores que cero.

3. El cero es menor que -cualquier
numero positivo.

4. El conjunto A denotado por

A =4{x/a < x <b}

=
w

al

sobre el eje real y tiene dos
representaciones matematicas

X e <a, b> 6 x € Ja;b]
Se lee: “ x pertenece al intervalo
abierto “a” coma “b”

. El conjunto B, denotado por

B=4x/c <x<dt!

Donde los extremos c y d estan
incluidos, se llama ‘“intervalo
cerrado” sobre el eje real y se lee:
“X pertenece al intervalo cerrado “c”
coma “d” ”, se denota como:
xel[a; d]

El valor absoluto de un numero real

a” denotado por |a| satisface la
siguiente regla de correspondencia.

a; sia =20
lal =
-a; sia< 0
La distancia entre dos puntos “a” y

“b"” sobre el eje real es:
la - bl

TEOREMAS IMPORTANTES EN
RESOLUCION DE ECUACIONES

. Ecuacidon de primer grado en una

variable
vVa,b, x e R;

con a = 0. Siax + b o,

(T

entonces se cumple que: [x-—

. Ecuacién de segundo grado en una

variable

Va,b,c, x € N;
conaz0/ax>+bx+c=0
se cumple que:

b * b® — 4ac

2a

X_—b + ﬁ

o también: |X =
2a

simbolo A = b? - 4 ac, se llama

discriminante de la ecuacion de
segundo grado.
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3. Ecuaciones simultaneas lineales con
dos incégnitas
Vv ai, by, €1, a2, bz, c2 € R
con; ai b2 # a2 by, donde:

{a1x+b1 Y = Cpovereernns (o)
aX+b,y=cui (B)
se cumple que:
o | b, ¢, b,-¢, b,
a, b
a2 I:)2 2
al Cl
y = 3% G | _a G-3 ¢
a, b
! ! a1 I:)2 - a2 bl
a2 b2

4. Va,be ®R/a.b=0—->a=0vb=0

OPERACIONES BASICAS EN
EL CAMPO DE LOS NUMEROS

REALES

Es la operacion matematica,

gue por medio del signo (+) dos o mas
cantidades llamadas sumandos se
reducen en una sola, denominada
suma. La suma de dos numeros reales
esta sujeta a las siguientes reglas.

Regla 1.- La suma de dos numeros
reales con el mismo signo esta
determinada por la suma de sus
valores absolutos y el resultado o suma
total estd afectado por el signo de los
sumandos.

Ejemplo:
a) -3-4 =-7 c) 12+30= 42
b) 5+6 = 11 d)-12-30=-42

Regla 2.- La suma de dos numeros
reales de signos diferentes esta
determinada por la diferencia de sus

valores absolutos (El mayor menos el
menor) y el resultado o suma total se

encuentra afectado por el signo del
sumando que tenga mayor valor
absoluto.

Ejemplo:

a)-10+5=-5 d-3+8=5
b)-12+2=-10 e)17-20=-3
c) 12 -3=9 f)-14 +6=-8
NOTA./|/ En la adicién de varias

cantidades reales con diferentes signos,
se agrupan las cantidades positivas y
negativas entre si y luego se procede a
la reduccién de acuerdo a las reglas
dadas.

Ejemplo:

a) -6+5-4-3+2-9=(-6-4-3-9)+5+2)
= -22+7
= -15

b) -12+3-9-5+4 = (-12-9-5)+(3+4)
= -26+7
= -19

ISUSTRACCION.| Es la operacidn
matematica que por medio del signo
menos (-) obtenemos la diferencia de

dos numeros (minuendo  menos
sustraendo)

Ejemplo:

a) Restar -12 de 5:

minuendo : 5
sustraendo: -12
diferencia: 5-(-12) =17

b) Restar 8 de -8:
minuendo: -8

sustraendo: 8
diferencia: -8 -(8) = -16

IMULTIPLICACION.] Es una adicién
abreviada, cuya operacién matematica
por medio del signo por (.) 6 (x) nos
permite obtener el producto de las
cantidades llamadas multiplicando y
multiplicador. Esta operacién esta
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sujeta a dos reglas respecto a los
signos.

Regla 1.- La multiplicacién de dos
cantidades no nulas del mismo signo
es una cantidad positiva Ejm.
a)(-3)(-4)=12

b) (12)(3) =36
c)(-8)(-2)=16

Regla 2.- la multiplicacién de dos

cantidades no nulas de signos

diferentes es una cantidad negativa

Ejemplo:

a)(-3)(4)=-12

b) (12) (-3) =-36

Respecto a la ley de signos, vemos

que:

i) Multiplicacion de signos iguales es
positivo: (+) (+)=+ A (-)(-) =+

ii) Multiplicacién de signos diferentes
es negativo: (-) (+) = - A(F+)(-) = -

DIVISION./ Es la  operacién
matematica que consiste en determinar
cuantas veces un numero esta
contenido en otro por medio del signo
operacional entre (=), al resultado
obtenido se le Ilama cociente. El
nimero que se divide se llama
dividendo y el que divide se llama
divisor. Esta operacién esta sujeta a
dos reglas respecto a los signos.

Regla 1.- La division de dos cantidades
no nulas del mismo signo es una
cantidad positiva (mayor que cero)

Ejemplo:

-16 -18

_ " _8 =2
a) > c) 5

8 - 24
b) — =4 d =3
) 5 ) 4

Regla 2.- La division de dos cantidades
no nulas de signo diferente es una
cantidad negativa (menor que cero).

Ejemplo:
a) E =-4 C) ﬂ =-3
-3 5

by " - 9 49 27- _ 9
2 -3

Respecto a ley de los sighos, en la
division de dos cantidades reales no
nulas, se observa que:

i) Divisibn de signos iguales, es

g +
positivo: — =+ A — =+
+ —_

ii) Division de signos diferentes, es

. + -
negativo: — = — A —=-
- +

OBSERVACIONES
FUNDAMENTALES EN LAS

1.5

OPERACIONES CON FRACCIONES

1) Adicién de fracciones homogéneas
a c d+e _ atctdzte
b b b b b
2) Adicion de fracciones heterogéneas
e adf +cbf+ebd
f bdf

3) Multiplicacion de fracciones.- Se
multiplican los numeradores y
denominadores entre si:

a c_e g aceg

— X —X =X = =

b d f h bdfh

4) Division de fracciones.- Se invierte
la segunda fraccién y se multiplican
los numeradores y denominadores
entre si:
a.c_a_ d ad
b d b ¢ bc

5) Fraccién de fraccion.- Se obtiene
una fracciébn equivalente cuyo
numerador es el producto de los
extremos y el denominador es el
producto de los medios.

ad b A ¢ (medios)
— =
bc

0/0|T|w

a A d (extremos)
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6) Posicidon relativa de un signo en una
fraccion
—-a a a

b -b -b b

IPOTENCIACION.- Es la multiplicacion
repetida de una cantidad en un nimero
finito de veces; el resultado final se le
llama potencia. Estd sujeta a las
siguientes reglas respecto a las
cantidades negativas.

Regla 1.- Toda cantidad negativa
afectada por un exponente par (bajo
un paréntesis) es positivo

Ejemplo:

a) (-2)* = (-2)(-2)(-2)(-2) = 16
b) (-7)2 = (-7)(-7) = 49

c) (-8)2 = (-8)(-8) = 64

d) (-3)® =729

Regla 2.- Toda Cantidad negativa
afectada por un exponente impar bajo
un paréntesis o sin paréntesis siempre
es negativo.

Ejemplo:

a) (-6)°> = (-6)(-6)(-6) = -216
b) -6 = - (6)(6)(6) = -216
c) (-4)° = (-4)(-4)(-4) = -64
d) -43=-(4)(4)(4) = -64

En resumen, respecto a los signos en
potenciacion debemos considerar

a) (_)PAR = +

b) (_)IMPAR - -

IRADICACION./ Es la operacién
inversa a la potenciacibn que nos
permite encontrar un numero llamado
raiz, tal que elevado al indice del
radical reproduce el radicando o
cantidad subradical.

a=rer=a

Ejemplo:
a)3-8=-2 o (-2° = -8

b) 16 = -4 <« (-4} =16
c) /16=4 & (4)? = 16

)3B=2 & (2° = 8

Respecto a los numeros reales

podemos hacer la siguiente
clasificacion:
Rt Racionales ( Q")
(Reales e  Enteros ( Z*)
positivos) e  Fraccionarios (F")
Irracionales  (1I")
R
(#s reales)
0 (cero real)
Racionales (Q7)
R* e  Enteros (Z7)
(Reales . Fraccionarios (F )
negativos) Irracionales ( I")

\

16 PRINCIPALES CONJUNTOS
’ NUMERICOS

A.- El conjunto de los Numeros
naturales, denotado por N, donde:
N=11,2,3, ........ %

B.-El conjunto de los Nameros
enteros, denotado por Z, donde:
zZ=14..,-3,-2,-1,0,1, 2, 3, ...¢

C.-El conjunto de los Nuameros
racionales, denotado por Q,
donde:

Q = {x/x= z, P y q son enteros!

(q=0)

D.-El conjunto de los Nameros
irracionales, denotado por I,
donde:

I = {x/x tiene representacion
decimal infinita no
periédicat

E.-El conjunto de los Nameros
Reales, denotados por R, donde:
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R = {x/x es racional 6 irracional}

F.-El conjunto de los Nameros
Complejos, denotado por C,
donde:

C={x/x =a+bi;anbeRt!
i es la unidad imaginaria donde:

i = +/~1; tal que: i2 = -1

G.-El conjunto de los NuUmeros
enteros positivos denotados por
Z*, donde:

Z* =491, 2, 3, ciceeirennns b

H.-El conjunto de los Nuameros
Enteros positivos incluido el
cero, denotado por
Z0t=10,1,2,3,4,5, ccooeuns b

Asimismo ampliando se tendrian los
siguientes conjuntos:

Q*Y, R*, Q°, R, Ro*, Ro~, Qo 7, etc.

1.7 | TEORIA DE EXPONENTES I

Es un conjunto de férmulas que
relaciona a los exponentes de las
expresiones algebraicas de un solo
término, cuando entre estas
expresiones algebraicas se realizan
operaciones de multiplicacion, division,
potenciacion y radicacién en un nimero
limitado de veces. Sus principales leyes
sobre el campo de los numeros reales
son:

I. MULTIPLICACION DE BASES
IGUALES

am. g = gmtn 'm,ne R

II. MULTIPLICACION DE BASES
DIFERENTES CON IGUAL
EXPONENTE

am.b™ = (a.b)™ rme R

III. DIVISION DE BASES IGUALES

an = a" "az0Amew
IV. DIVISION DE BASES
DIFERENTES CON IGUAL
EXPONENTE
m m
a _ (@ b0 A me®R
b™ b

V. POTENCIA DE POTENCIA
(am)1 =a™", m,neR

NOTA: @™ =a™ 6 a™ = (@™)"
VI. EXPONENTE NEGATIVO
a) " b)"
[j =(j; a0 Ab=z0
b a

xn
am

NOTA:a ™ =

VII. EXPONENTE CERO (a = 0)

NOTA.- 0° es indeterminado

VIII. RAIZ DE UNA POTENCIA

m,neR/ n=z0

i) @™ b° c®=a" b

5o
S|a

C
1
iYa = a"
IX. MULTIPLICACION DE

RADICALES HOMOGENEOS

a b = "abne®R/ n=z0
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X. DIVISION DE RADICALES Solucion:
HOMOGENEOS Teniendo en cuenta la formula

NnNeR/ nz0

Na _ f
b b
XI. POTENCIACION DE UN
RADICAL

bar)e = e

m,n,p, e R/n=0

XII. RADICAL DE RADICAL

r\nr{/ﬁ = mn%; m, n, p,EER

XIII. TEOREMA FUNDAMENTAL DE
LOS RADICALES

ma" =" @) "

m, n, k, e B/mk =0

1.8 EJERCICIOS '

Simplificar:
c_ @)@
CON
Solucidén:
Como, (@am)n=am
a 24 a -18
- E= a -

De las formulas (I) y (II):
E = a2#18-(-8): con lo cual

(Rpta).

Efectuar:

3
((aB’b2 j ab3j
((ab2 )3 abj2

S =

‘(((am)n aP) 9 ar)s= g ((mM+p)a+ns

obtenemos:
<= a(3x2+1)3 b(2x2+3)3 ~ a21 b21
a(1x3+1)2 b(2x3+1)2 a8 b14

S = a2l® p21i (Rpta.)
Dar el valor simplificado de

3 .
E= \/x16 xS, radicales

Solucién:
Escribiendo un radical mas, se tendria

E = %/le 3/x6......... radicales

E=3x"°E

Elevando el cubo, los dos miembros de
la igualdad:

3
E3 = (3x16 E) 5 B3 = xI6E

Simplificando

E3
£ x'® > E2 = x16 . E = x8 (Rpta)

Simplificar la expresion
b* + b?
K = b*-1 bs( b2+1/ab3—b ]

Solucién:
Transformando a un solo radical y a un
solo exponente:

K = (bzfl)b3(b2+1\)/ a (b3 —b)(b* +b?)

expresando convenientemente

(b%2-1)b3(b% +1) b(b%2-1)b%(b?+1)
i a

K =
siendo el exponente igual al indice del

radical (Rpta)
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1.9 ECUACION LINEAL DE PRIMER
GRADO EN LOS REALES

La ecuacién lineal de primer grado en
una variable es aquella que adopta la
forma canodnica:

vV a,beR:
ax + b=0 /a=0
L, b
y cuya solucion es: X = ——
a

DISCUSION:
Respecto a la solucién de la ecuacién,
se debe tener en cuenta lo siguiente:

10 La ecuacion es compatible
determinada, (finitas soluciones)

Si: a0 A b e R
20 La ecuacion es compatible
indeterminada, (infinitas soluciones)

Si: a=0 A b=0
30 La ecuacién es incompatible,
inconsistente (ecuacién absurda)

Si: a=0 A beR/b=0

1.10 EJERCICIOS '

X+3 x+1
X-2 X-4

01. Resolver:

Solucién:
Aplicando las siguientes
identidades

a C
1. — = — —>ad = bc
b d

2. (a+b) (c+d) = ac+ad+bc+bd
obtenemos:
(x+3)(x-4) =
X2-4x + 3x - 12 =
Simplificando:
-x-12=-x-2
Ox =10

(x-2)(x+1)
X2+ x-2x-2

Como el coeficiente de #x” es cero la
ecuacion es:

Ecuacién Incompatible (Rpta)

02. Que valor de “x"” satisface a

la ecuacion:
3x-2 5x-1_2x-7
4 3 6
Solucién:
Siendo el m.c.m. (4, 3, 6) = 12, se
obtiene:
3(3x-2)-4(5x-1) = 2(2x-7)
OX-6-20x+4 = 4x - 14
Simplificando:
-11x-2 = 4x-14
-15x = -12
12 4

de donde: X ="—— = — (Rpta
15—>x 5(|:>)

03. Resolver la ecuacion literal

x—a_x—b
b a _a

x—2a_x—2b - b
a b

Solucién:

En las fracciones, siendo el mcm (b,
a, a, b) = ab; se tendria

a(

X-a)-b(x-b) _ a

b(x-2a)-a(x-2b) b

ope
ax —

rando y reduciendo:
a’ —-bx+a’ a

bx—2ab_-ax+2ab b

obtenemos
(a-b)x —(a* - b?) _-a
—(a-b)x b

(a-b)x-(a+b)(a-b) __a

—(a-Db)x b

Cancelando: (a-b)
X—-(a+b) -a

- X

?—>bx—(a+b)b:ax
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:ab+b2

(b-a)x=ab+b? .. X =" "~
b-a

(Rpta)

04. Qué valor de “x” satisface a
la ecuacion:

5+———g———=5+———3———
-4 4
3+ X —1 3- X -2
1+ 1-
X -3 5-x

Solucién:

Debe tenerse en cuenta que los
términos que son iguales en los dos
miembros de la ecuacién se pueden
cancelar directamente; es decir: 5 con
5; 2 con 2; 3 con 3; -4 con -4y 1 con
1; quedando:

x-1 x-2
x-3 5-x
o lo que es lo mismo:
Xx-1 x-2
x-3 x-5

Por proporciones
X? 5x-x+5=x2-2x-3X+6
Simplificando:
-X+5=6 > x=-1 (Rpta)

05. Resolver:
J5x+a+-/5x-a 3

JBx+a--sx—a 2

Solucién:
Haciendo el cambio de variable:
{«/SX +a=m

5X —a =n
la ecuacién se transforma en:
m+n 3

— 5>2m+2n=3m-3n
m-n 2

5n =m
volviendo a la variable original
5/5x —a = /5x + a
elevando al cuadrado; se obtiene
25(5x-a) = 5x+a
125x-25a = 5x+a

120 x = 26a
13a
de donde: X=— Rpta
60 (Rpta)

06. Calcular “x” en la ecuacion:
x* -14x+50 (x+3)"
X2 +6Xx+10 X—7

Solucién:

Transformando el exponente
negativo en positivo y desarrollando
el cuadrado del binomio obtenemos:

x> -14x+50 x*-14x+49

x? +6x +10 x> +6X+9
haciendo el cambio de variable
x?-14x+49 =a A Xx?*+6x+9=b
tendriamos:

a+1l a
bi1 b — ab+b=ab+a
de donde: b = a
0: X?2+6x+9 = x2-14x+49
20x=40
X =2 (Rpta)

1.11|| ECUACIONES EXPONENCIALES I

Son todas aquellas ecuaciones que se
caracterizan por que la incégnita se
encuentra en el exponente.

Ejemplo:
a) 27—x+3=9x—1
b)2x+2_2x—3+2x—1=35

C) x—%/5x+3 _ X+§/5X_6

—x+1

g1 3
d 3 =27
Los criterios de solucidn respecto a
la solucion de ecuaciones

exponenciales son:

19 A bases iguales, los exponentes
deben ser iguales, es decir

@AM =a" om=n; a0 Ara=l

29 En toda ecuacidén exponencial si las
estructuras algebraicas en ambos
miembros son iguales, entonces el
valor de la incégnitas se obtiene por
comparacion.
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Ejemplo:
a) Sii x¥?=5"? 5 x=5 Solucién:

: X
b) ¥x**=3%%* =x=6
En este tipo de ecuaciones
exponenciales, el problema consiste
en hacer transformaciones en uno
de sus miembros (6 en ambos) de
forma que se halle una equivalencia
estructural; el valor de la incégnita
se obtiene por comparacién.

1.12 EJERCICIOS .

01. Calcular “x", si:
27—X—2 = 9X+1
Solucién:
Expresando en base “3”; tendriamos
(33) -X-2 = (3 2) x+1
3 -3x -6 — 3 2x+2
igualando los exponentes
-3X-6 = 2x+2
-5x =8

(Rpta)

w {4

02. Hallar el valor de “x"” en la
ecuacion
x—%/7x+2 — x—§/7x—2
Solucién:
Transformando los radicales en
exponentes fraccionarios, se

obtiene:
X+2 X-2
-3

7x1=7x3
igualando los exponentes:

X+2 X-2
x-1 x-3
-  (X+2)(x-3) = (x-1)(x-2)
operando:
X2-X-6=x2-3x+2
2x=3
X =4 (Rpta).

04. Resolver:

ERECN

Expresando en la base @j, se

tendria

@) -E)
B

Igualando los exponentes:

-5x = -15x+6
10x = 6

X = E (Rpta)
' 5

05. Que valor de "x” resuelve la
ecuacion:

1259—a+4 _ 527 2x-3
Solucidn:
Expresando en base “5”

(53)9—x+4 _ 527 2x-3

9—x+4 7 2x-3

53. — 52
Igualando los exponentes
3.9-x+4=272x—3

Colocando en base “3”
-X+4

2
3.(3%) = (3%)
3-3—2x+8 =36x—9

3-2x+9 = 36x-9

X-3

Igualando los exponentes; obtenemos:

-2X+9=6x-9
-8x=-18
9
. X =— (Rpta
4 (Rpta)
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MaoNoMIgs,
NOTACIGN Dy

2.1 MONOMIOS - POLINOMIOS -
GRADOS
INTRODUCCION.- La  unidad

fundamental de la estructura algebraica
es el “término algebraico”

TERMINO ALGEBRAICO.- Es el
conjunto de letras y numeros ligados
por las operaciones matematicas de
multiplicacion, divisidn, potenciacién y
radicacién en un numero limitado de
veces.

Ejemplos:
a) 2x3y? d) j X y? z/3
b) Jx vy e) -6 ab2 x y z¢
o - f) -x
y

2.2

ELEMENTOS DE UN TERMINO
ALGEBRAICO

Globalmente estd constituido por una
parte numérica y una parte literal, como
se muestra a continuacion:

a) -3 X b) /2 xy3
| — )
\_f_/ parte literal A 4

T

En cada una de estas partes se especifican:

parte numérica

signos

| ey

exponentes
-3 xb b) 2 y3

\_)\TI )

T ‘ ?
Es muy importante presentar a los
términos algebraicos bajo una notacidn

de forma que nos permita diferenciar las
constantes de las variables.

x

a)

»

bases

coeficientes

POLINOMIOS, GRADOS

.J

L

E POLINOMIOS

Ejemplo: Para el término algebraico de
notacion T (x , y) se observa que:

(Notacién) (exponentes)
————— | l (Parametro)
Ty | = 2 X y®B z

4 i i (bases)

(coeficiente)

Debemos tener en cuenta:

a) T (x,y).- Es la notacidén que nos indica
gue las Unicas variables son las letras

A\ n A\Y ”

x"e“y”.

b) Signo.- Indica si el término es mayor
0 menor que cero.

c) Coeficiente.- Es la cantidad que
afecta a la parte literal; en el caso de
que el coeficiente sea un numero
entero y positivo, nos indica el numero
de veces que se repite la parte literal
como sumando.

Ejemplo:
a)+ 6x2 =xX2+x*+x2+x2+x*+x?
(6 veces)
b)3xyz = _Xyz +Xyz+XxXyz
(3 veces)

COEFICIENTE NATURAL l

Con respecto a la siguiente secuencia:
la = (asesuma 1 vez)

-y
2a=a+ a
Qa —a+a+a

(ase suma 2 veces)
(a se suma 3 veces)

na=g+a+a+t..
n veces

+a, (asesumanveces)
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De la propiedad de simetria
atat+a+..+a=na |nez*
n veces
Ejemplos
ajatata+..+ta, = 80a
80 veces
b) xy?+xy2+ ... +xy2 = 33xYy?
— _/
33 veces
C)\Z\/;+2&+ ......... +2\/;J: 200\/;
100 veces

2 2 2
OI)\(x+y)+(x+y)+ ..... +(x+y )/=72 (x+y?)
72 veces

d) Exponente.- Es el numero que se
escribe en la parte superior derecha de
una “base”; si el exponente es un
numero entero y positivo nos indica el
nimero de veces que se esta
multiplicando la base

Ejemplos:

A)X> = XeXeXeXeX
5 veces

b) (x3)* =\ x3.x3.x3.x%3
4 veces

EXPONENTE NATURAL l

Con referencia a la siguiente secuencia:

al=a (a se multiplica 1 vez)
5 _ .
a’?=a .a (a se multiplica 2 veces)
2 veces
at=a.a.a, (ase multplica 3 veces)
3 veces

a"= @.8esde...ea
n veces
Por la propiedad de simetria:

(a se multiplica n veces)

= +
deded.......a =a" neZz

_
n veces

Ejemplos:

n? veces

C) (X-y?) X=V?) ....... (x—Vy?), = (x-y?)®
29 veces
d)\ZoZ.Z ,,,,,,,,,,, zZ = z N2
(n — 2) veces

2.3 MONOMIO.- l

Es la expresion algebraica racional entera
que consta de un solo término, en el cual
los exponentes de sus variables son
cantidades enteras no negativas. Ejm:

a) M(x,y)=-2x"y?

b) R (x,y) =-6 x°y>z°

GRADOS DE UN MONOMIO.- '

a) Grado absoluto (G.A.).- Esta
determinado por la suma de los
exponentes de sus variables.

Ejemplo:

Respecto a los monomios
a)M(x,y)=-9x*y¢ —» GA =4+6=10
b) R(x,y)=-6x*y6z3 - G.A.=4+6=10

b) Grado Relativo (G.R.).- Con
respecto a una de sus variables, es el
exponente que tiene dicha variable,
es decir:

Respecto al monomio:
M(x,y)=-5 xby* Z8

Vemos que:
G.R. (x)

6
G.R.(y) = 4
G.R.(z) = 8

EJERCICIOS l

Ejercicio 1.- Dado el monomio

M (x, ¥) = (O y?)? x2y)? x y2)?
Hallar su grado absoluto)
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Simplificando, obtenemos:|
M (X, y) = X (Bx3+2)2+1)2 y32|
M (X, y) = x* y3, de donde
G.A. =46 + 32 = 78 Rpta.

Ejercicio 2.- Hallar el valor de “n” en|

el monomio

%/Xn—Z )\/Xn—3
é{/xn—l

Sabiendo que es de primer grado.|

Reduciendo a una sola base y a un solo\

exponente:

n-2 n-3
2

M (x) =

x 3 ex
M (x) = 1
x 6
g’ 15 0
M(x)=x 3 2
Siendo M (x) de primer grado, se
cumple que:
n-2 n-3 n-1
+ —

3 2 6
Resolviendo
2(n-2)+3(n-3)-1(n-1) =6(1)
2n-44+3n-9-n+1=26
4n =18

Obtenemos: n = 2 Rpta.

=1; mcm =6

Ejercicio 3.- Dado el monomio:

X2n—3 %/XZn—l
M ()() = 4
\ - X2n—5
Para que el valor de “*n”; M(x) es
constante.

Solucion
Dado que: r{/aim = a

2n - 3 2n -1
X 4 o X 12
2n -5
X 8
Reduciendo a una sola base:
2n-3 2n-1 2n-5
M(x) = X 4 12 8
Como M(x), es una cantidad
constante se cumple que:
2n—-3 N 2n-1 2n-5
4 12 8

m
n

; se tendria:

M(x) =

=0; mcm=24

Con lo cual:
6(2n-3)+2(2n-1)-3(2n -5)
=0
12n-18+4-2-6n+15=0
10n=>5
De donde:

n=20,5 Rpta.

Ejercicio 4.- En el monomio:
M(X,y)= x3(2a+3b) y4(5a-2b)

Se cumple que:
G.A. =83 yG.R(Y) =20
Determine : (a + b)

Solucién
Dado que:
GR.(y)=20
G.A. =83 — y
GR.(x) =63

Lo cual a su vez implica que:

{Za +3b=21 .. Q)
5a -2D=5 .o, 2)
Resolviendo por determinantes:
21 3
a=|5 -2 -42-15
2 3 -4-15

2 2
5 j:lO—lOS:S
2 3] -4-15

a+b=8 Rpta
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2.4 POLINOMIO '

Es la expresién algebraica que consta
de dos o mas términos, en el cual los
exponentes de sus variables son
numeros enteros no negativos. Son
ejemplos de polinomios:

a) PKxX) =2x-3 (binomio)
b) Q) = x®+x2y +y2  (trinomio)
c) P(xy)=x2+2xy+3y? (trinomio)

GRADOS DE UN POLINOMIO.- I

a) Grado absoluto (G.A.).- Esta
determinado por el mayor grado
absoluto que tiene uno de sus
términos.

Ejemplo:
Dado el polinomio:

- 64 _ 7 /8 6 /16
P (x,y) \xﬂrL 2x" y& + x8y

100 13° 220
vemos que: G.A. =22

b) Grado Relativo (G.R.).- Con
respecto a una de sus variables es
el mayor exponente que tiene dicha
variable en el polinomio dado.
Ejemplo:

Dado el polinomio:
P(ny) = X6 y3_ 2X9 y7 _ X4 y8

G.R.(x) =9
G.R.(y) =8

EJERCICIOS '

01.- Dado el polinomio
P (X , Y) =5 xn-4 y n-3 + Xn-6 yn-2
Hallar “n” si su grado absoluto es 9

Vemos que: {

Solucion

Sumando los exponentes de cada

término, obtenemos:

P (X , y) = 5\X”_4 Vn—}3 +.x N-6 yn-2
(2n - 7)

(2n-8)

Por consiguiente: 2n-7=9
n =8 Rpta.

02.- Silos términos del polinomio
P (X, Y, Z) =xm+n 4 y3n + z m + 2
Tienen el mismo grado. Hallar m"

Solucion

Para este caso, se cumple que:
m+n=3n=m+ 2
con lo cual:
de:m+n=m+2 - n =2
de:m+n =3n
m+2= 6 —-> m=4
~mN"=42=16 Rpta.

25 CLASIFICACION DE LOS
POLINOMIOS

|| Polinomio Ordenado:|[ Un polinomio

esta ordenado con respecto a una letra
lamada ordenatriz, si sus exponentes
aumentan (ascendentes); 6 disminuyen
(descendentes).

Ejemplo:
a) PX)=7 - x3 +2x6—x (ascendente)
b) P(x)=x%9-2x7=x% -1 (descendente)

Polinomio Completo: || Un polinomio

es completo con respecto a una letra
lamada ordenatriz si sus potencias
aumentan o disminuyen desde el
mayor exponente hasta el exponente
cero en forma consecutiva

a) PX) =2x*+ x3+ 6x2-7x -6 (D)
b) P(x)= -5+ 2x - 3x2+ X3 (A)
c) P (x,y) =3x*-5xy + 3y? (D) y (A)

A\ W/

Descendente respecto a “x

A\

Ascendente respeto a "y

Propiedades
1. El ndmero de términos es igual al

grado absoluto mas uno

#. =G. A+ 1
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2. Si el polinomio es completo vy
ordenado la diferencia de los
grados relativos de dos términos
consecutivos es igual a la unidad.

|| Polinomio Homogéneo:
Este polinomio se caracteriza por que
todos sus términos tienen el mismo
grado absoluto.
Ejm: Para el Polinomio:

P(x,y) = L):_f’+ 2x4ys :Jyg

9o 9o 9o
G.A =9°
[Polinomio Entero “x”: |  En este
polinomio sus exponentes son enteros
y positivos

a) Px) =-5x+7
b) P(x) = 2x? - 3x - 2

|| Polinomios 1Idénticos: || Estos
polinomios se caracterizan por que los
coeficientes de sus términos
semejantes en ambos miembros son
iguales, en efecto:

Si:
ax2+bx +c=dx?+ex + f

A

Se cumple que:
a
{ ;
C

(|l
oo a

|| Polinomios Idénticamente Nulos: ||

Estos polinomios se caracterizan por
que sus coeficientes valen cero:

Ejemplo: dado
Px)=ax*+bx+c=0

Se cumple que:
a=0
b=20
c=0

' EJERCICIOS

01.- Si:

A(x-3)+B((x-2)=3x-12
Calcular : E= /J/A-B+B

Solucidén

Dado que la identidad se cumple para
cualquier valor de x, asignamos un
valor de x para que una de las
incognitas “A” o “B” se cancelen, es
decir:

A(XBS)’ + B (XBZ) = 3x—-12

1°) x-=3=0 —» x =3, de donde:
A@B-3)+B(3-2)=3(3) -12

B=-3

2 x—2=0 > x =2
A(2-3)+B(2-2)=3(2) -12
-A=-6

A=6

Reemplazando en “E”

£=¢//6-(-3-3=3-3

~E=0 Rpta.

02.- Si el polinomio:
PxX)=(@-2)x2+(b+3)x+9x2-5x
Es nulo, hallar (a + b)
Solucién
Si el polinomio es nulo, cada
coeficiente vale cero, es decir:
PX=@-2+9)x*+ (b+3-5x=0
0 0

1) a-2+9=0 N a=-7
20) b+3-5=0 N b=2

La+b=-7+2=-5 Rpta.
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03.- Dado el polinomio homogéneo
P(X, y) — Xa+b-1 y b _ Xys - 3y2a +3b-6
Determine:

E = (a° + b?- ab)?

Solucion

Por ser homogéneo, se cumple:
a+b-1+b = 1+6 =2a+3b-6
~ \ [\ )

(M - an
De (I)y (II), se obtiene:

a+2b=38
De (II) y (III)
2a+3b=13
Resolviendo el sistema:
a+2b=8 ... (1)
JL2a+3b=13 .......... (2)
8 2
a:13 3:24—26:—2:2
12 3-4 -1
2 5
: 1
b 2 13 :13—16:j:3
1 2 3-4 -1
2 3

Por consiguiente el valor de “E” es:
E=[22+32-(2)(3)]2 > E=121 Rpta.

04.- Tres términos consecutivos
de un polinomio ordenado vy
completo en forma descendente
estan representados por:

P(X)= o+ Xa+b+1 — x2@-14 3bx3b—1_““

Calcular el valor de “a”

Solucion

En este caso se cumple que Ila
diferencia de dos exponentes
consecutivos es igual a la unidad, es
decir:

a+b+1-Ra-1)=1 ........ (a)
JLZa—l- B3b-1)=1 ......... (B)
Simplificando:
{-a+b S (o)
2a-3b=1 oo (R)

A\ ”

Resolviendo para “a

101
11 -8 = 3-1 2 . 4-2 Rpa
1 1 3-2 1

2.6 l NOTACION DE POLINOMIOS

La notacidon de polinomios nos permite
diferenciar las constantes de las
variables; en efecto, para los
polinomios.
A) P(x)=x3+ax?-b’c

La Unica variable es “x” y las constantes

literales llamadas también parametros
son \\aII, \\bll y “C".

B) P(x,y)=x*-x>y?+5ax+6
Las variables son las letras “x” e “y”
y las constantes son “5”, “a” y 6.
Este tipo de notacibn se hace
extensible a cualquier tipo de
expresién algebraica.

Ejm:

Q) PR = ax+b
cx+d

by P(x) =-ax®+bx+c
X2+ 3

c) Py = — y3 +Xxy-9
X" -y

' EJERCICIOS

01.- Sabiendo que:

5x -3
P(x) =
) 9x -5

Calcular: P (P (x))

Solucién
Reemplazando, x por P(x)
5P(x)-3
P (P =~ 7 =
(P(x)) 9P(x)-5

Como P(x), es conocido
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5% - 3 Solucién
5 -3 .
P(P(x)) = 9x -5 Como en la condicion el segundo
9(5)('3)—5 miembro es una expresidon de primer
9% -5 grado, entonces P(x) también es de
Efectuando las operaciones indicadas: primer grado, es decir:
P (P(X)) = 25x-15-27x+15 P(x)=ax+b
© 45x-27-45X +25 Operando por partes, tendriamos:
_—2x B 1) P(P(x)) =aP(x)+b
P (P(x)) = 7 P (P(x)) = X Rpta. P (P(x)) = a(ax + b) + b
_ P(P(x))=a>x+ab+b
02.- Si;F(Xéjzﬁ—xz+x—l (PO))
Calcular: E = F(4) 2) P(P(P(x))) = a+b(a?z + ab+b) + b
P(P(P(x))) =a3x+a’b+ab+b
Solucion
Para calcular F(4), hacemos: Teniendo en cuenta la condicion:
X—2 _
x—5:4 >x-2=4x-20 a3x +a2b +ab +b = 216 x—215
18 = 3x | ¢ 1
X =6
Al comparar:
Con la cual: _ 5 Y
F (4) = 185 Rpta. i) a’b+ab+b=-215
03.- Si; f(x) =ax-b 36 b+ 6b+ b =-215
y:g(x)=bx—a 43b=-215
Hallar; h(x) = f(g (x)) - g (f (x)) bCA

Por consiguiente:
P(x)= ax+b=6x-5

Solucién
y : P (x+2) = 6(x+2) -5 = 6x+7 Rpta.

Operando por partes, tendriamos:
1°0) f(g (x)) =ag(x)-b

F(g (x)) = a (bx-a) -b T SISTEMAS DE ECUACIONES
f(g (x)) = abx -a*-b LINEALES DE PRIMER GRADO.

20) g (f(x)) =bf(x)-a Determinante de orden 2.- Es el
g (f(x)) =b (ax - b) - a desarrollo de una matriz cuadrada que

£ — abx - b? - presenta dos filas y dos columnas y

g (f(x)) = abx @ cuya representacion matematica vy

De donde: desarrollo es:
h(x) =abx-a?-b-abx+b?>+a
h(x)=b?-a2+a-b Rpta. v Ds : Diagonal Secundaria
ay @3
A2 = bb = ab,—axb;
04.- Si; P (P(P(x))) = 216x - 215 o '2--.1 _ o
Calcular: P (x + 2) D, : Diagonal principal

Ejemplo: El desarrollo de:
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A2= > 4 . es: 4 G
-3 -5 y_Aiy a; Cp| _a,C; —a,C
Az = Dp = Ds = 5(-5) - (-3)(4) Ag a, by a;b, —a,b;
A =-254+ 12 =-13 > A, = -13 a, b2
Determinante de orden de tres.- Es Donde: .
Ax = Determinante de x

el desarrollo de una matriz cuadrada
de 3 filas y 3 columnas; su
representacion matematica es:

a, b, ¢
As = |a, b, c,

a; b; c,
Y su desarrollo por menores
complementarios; es:
b, ¢ a, ¢ a, b
As=ay| 2 Zl-by |72 24| 2
by c; az C3 a; by
6 también

As = ai (b2 cz3 = b3 ¢2)-b: (a2 ¢z — as
C2)+
+ ¢1 (azbs - azby)

Ejemplo: Calcular:

2 -3 1
Az=| 4 -1 -2
5 3 -1
Desarrollando
-1 -2 4 -2 4 -1
Az=2 +3 +1
-1 5 -1 5 3

A3=2(1+6)+3(-4+10)+1(12+5)
A3=14+18+ 17 s A3=49

2.8

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES
CON DOS INCOGNITAS

Dado el sistema lineal:
aiX+biy=c ..o ()
aX+by=c ..o (B)
Su resolucién por la regla de Kramer
teniendo en cuenta que:(ai b, — az by # 0)
es:

c, by
wo B _ G2 b, _ Ciby —Cyby
Ag a, b, a,;b, —a,b,
a, b,

Ay = Determinante dey
As = Determinante del sistema

Ejemplo 1.- Calcular “x” en el sistema:

5x -3y =11 ..........ee. ()
4x -5y =1 ... (B)
Solucion:

De acuerdo a la teoria:

11 -3
|1 -5| -5543 -52
|5 -3] -25+12 -13

Sox=4 Rpta.

A\ T/

Ejemplo 2.- Calcular “y” en el sistema:

{-7 X4 5y = -45 eiiieiiiin, (o)
4x - 3y = 26 .. (B)
Solucién
Para el calculo de “y” tenemos:
-7 -45
|4 26| -182+180 -2
Y= 7 5| T 21220 1
4 -3
~y =-2 Rpta.

DISCUSION DE LA SOLUCION

1. Si:
compatible determinado,
solucion unica.

2. Si: Ax=0; Ay =0 y As =0, el sistema
es compatible indeterminado y tiene

infinitas soluciones.
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3. SiA#0; Ay20y As =0, el sistema es a; by dy
incompatible, no tiene solucién. a, by d
Ejemplo: Dado el sistema a3 by d3 | 4,
{2x+ky=5k ........... () zZ= ==
ay by ¢ A
5X =4y = -27 viiirairnns (B) a, by c
para que valor de “K”; es incompatible a3 bz c3
Solucién Ejemplo 1: Calcular el valor de “y” en el
sistema:
Calculando “x”, vemos que:
5k k 5Xx -2y + 32 =6 .cceeennn. (1)
X + 3y—4z =6 ... (2)
wo 27 -4 _-20k+27K _ 7K 22X+ 4y +32=5 .o 3)
2 k -8-5K -5K -8
5 -4
Para que no exista solucion debe Soluciéon
cumplirse que:
5k-8=0 > k= -8 Rpta. Por determinantes, se tendria:
5 6 3
7 6 -4
29 || SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES B -2 5 3] _5(38)-6(13)+3(47)
CON TRES INCOGNITAS 5 -2 3| 5(25)+2(13)+3(34)
7 3 -4
Dado el sistema lineal: )
aix+biy+ciz=di .ooennnnnn. (a) y= 190-78+141 253
ax+bry+coz=dz ... (B) 125+26+102 253
asxX+bsy+cz=ds ..ooooniinnnns (v) s y=1 Rpta.

Su resolucion por la regla de KRAMER,
(donde As #0) es:

di by
dy by ¢
d3 bz c3 Ay
ap by ¢ Asg
a; by ¢
a3 bz c3

ap di
a dy ¢
az d3 c3
ay by
a by ¢
a3 bz c3

> ‘<l>

12}
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ALGEBRA

DISCUSION DE LA
SOLUCION:

1. Si: AX, Ay, Az ¢ Ry As # 0, el
sistema es compatible
determinado.

2. Siax=0;Ay=0; Az=0y As =
0, el sistema es compatible
indeterminado vy tiene infinitas
soluciones.

3. Si Ax #0; Ay # 0, y As = 0, el
sistema es incompatible, no tiene
solucion:

Ejemplo: Dado el sistema:

2kx =3y +(k+5)z =13 ...
1

X+ y- z =0 .
)

3x -2y + 2z =10 ...
3

¢Para que valor de “k”; el sistema
es compatible indeterminado?

Solucion

Calculando “x” vemos que:

13 -3 k+5
0 1 -1
10 -2 2
X =
-2k -3 k+5
1 1 -1
3 -2 2

De donde:

= 13(0)+3(10) +(k+5) (-10)
~ —2k(0)+3(5) +(k+5)(-5)

30-10k-50 -10k-20
15-5k-25 -5k-10

Para que sea compatible

indeterminado:

X

1) -10k-20=0 — K=-2
2) -5k -10=0 —» K=-2

.. k = -2 Rpta.
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ACADEMIA AUGE

ALGEBRA

3.1

PRODUGTOS NOTABLES-IDENTIDADES
ECUACION DE 2D0 GRADO

PRODUCTOS NOTABLES l

Los productos notables son férmulas
que permiten efectuar multiplicaciones
indicadas, sin aplicar los criterios
generales de la multiplicacion
algebraica, y deben satisfacer Ilas
siguientes propiedades:

PROP. 1 | El grado del producto es

igual a la suma de los grados de los
factores, en efecto:

Goproducto =X Gofactores

Ejemplo. 1: Hallar el grado de P(x)

Si: P(x)=(x*+ 3) (x6-2x-3) (x3 - 4)

Solucion:

Observemos que el grado en cada

paréntesis es:

P(x) = (x* +3) (x°-2x-3) (X’ -4)
Go=4 GO=6 GO=3

LGOP(X)]=4+6+3=13

Ejemplo 2: Hallar el grado de R(x)
Si: R(x) = (x2+ 5)% (x*-1)°
Solucion:

Para este caso, el grado
correspondiente en cada paréntesis es:
R(x) = \(xz + 5)}3 gx“ - 1)}6

6 24
~ GO[R(X)] = 6 + 24 = 30

PROP. 2

El término independiente del producto
es igual al producto de los términos
independientesde los factores, es decir:

T-I-producto =T (T-I-factores)

Ejemplo 1: Hallar el término
independiente de P(x) en:
P(x)=(x®*-x+2) (x*=-x=-6) (X7 - 3)

Solucién

El término independiente en cada

paréntesis es:

Px)=(x*-x+2)(x*-x-6) (x’-3

00 = (€ = x+2) (¢ - x -6) (¢ -3),
TI=2 TI=-6 T.I=-3

S T.LI[PX)] = (2) (-6) (-3) = 36

Ejemplo 2: Hallar el término
independiente de P(x) en:
P(x) = (x> -1)° (x*-x3-2)3,

Solucidn:
En este caso, el término independiente
en cada paréntesis es:
P(x) = (x*-1)°  (x*-x3-2)°
TI= (-1)° T.L = (-2)°
A T.IL[P(X)] = (-1)5 (-2)3= (-1) (-8) = 8

OBSERVACIONES I

Debemos tener en cuenta las siguientes
potenciaciones, respecto a los radicales
mondmicos.

1) (2)2=42 2 =.4=2

2) (2)2=2

3) (22)2=2222=4(2)=38

4) (3/2)2=32.22=9(2)=18

5) (V2 =-2-22=14 J2 =22
6) (2/2)>=23%.23=8(2/2) =162
7) (Vf3)P= 333 =33

8) (330=3%3%=27(33)=81.3
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ACADEMIA AUGE

ALGEBRA

Para un entendimiento coherente
respecto a los productos notables y las
identidades, los observaremos por
grupos:

3.2 GRUPO: I l

I. Cuadrado del Binomio
(a + b)2 = a?+ 2ab + b?
(@ -b)2=2a?-2ab + b?

II. Cubo del Binomio
(a + b)3=2a*>+ 3a’b +3 ab? + b3
(a- b)*=2a3 -3a?b +3 ab?- b3

Estas mismas férmulas se pueden
expresar bajo las formas:

* (@a+b)*=a>+b3+3ab(a+b)

* (a-b)? =a*>-b3- 3ab (a-b)

II1. Diferencia de cuadrados (suma por
diferencia)
* (a+b)(a-b)=a%>-b?

IV. Suma y Diferencia de cubos
* (a+b)(a?-ab + b?) =a3*+b?
* (a- b)(a?+ab + b?) =a3-bd

3.3 I EJERCICIOS

01. Efectuar

R = (x+a) (x-a) (x2 + a2?) (x*+ a*) + a8

Solucioén
Teniendo en cuenta que:

(a +b) (a -b) = a?-b?

Entonces:

*(x +a)(x-a)=x%-a?

* (x?-a%) x>+ a?) =x*-a*
* (x4 - a%) (x* + a%) = x® - ab

Por consiguiente:
R=x-a®+a®—> |R=x8

02. Simplificar:
S = "2+./3. M2-./3.

Solucién
Dado que:

Ya. Vb ="ab

S = n@+B3)@2-3) =122-3°
S="4-3 - | s="1 = 1| Rpta.

<a>0Ab>0

03. Calcular: R = (/2-1)°
Solucidn:
Expresando
tendria:

R = [(+2- 1) (42 - 1)

convenientemente, se

Operando por partes:

[(V2-1)%1? = (2 - 242 +1)? = (3-2+/2)?
= 9-12/2 + 8
= 17-12 2

Con lo cual, se tendria:

R=(17 =12 +2) (42-1)

R=17-/2 -17-24 +12 .2
[R=129 2 -41| Rpta.

04. Si:x-x1=./6
Calcular x3 + x3

Solucion

Elevando la condicion al cubo, se
obtiene:

(x + x1)3 = (./6)3

3+ x34+3x.x1(x+x1) =66
Dado que: x + x1 = ./6
x34+x3+3./6 =6./6

“x3+x3=3./6 Rpta.
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ACADEMIA AUGE ALGEBRA

de variables: a-b=y

0] [ Solucion:
GRUPO: II Haciendo el cambio {a +b=x

V. Multiplicacion de binomios con

un término en comun. se tendria en S.
S=(x+c)Y-(x-c)-(c+y) - (cy)
¥y (x+a)(x+b)=x2+(a+b)x+ab Desarrollando cada término
**¥) (x +a) (X +b) (x+c)=x3+ (a+b , . L
+c) x2 + (ab + ac + bc) x + abc S = X +3x%c +3xc° +c
-x3+ 3x%c - 3xc?+ ¢
VI. Cuadrado del trinomio -¢> - 3c?y - 3cy? - y?
(@+b+c)2=a?+b2+c2+2ab+ ¢+ 3¢%y? - 3cy? + ¥
+ 2ac+2bc | TTTTTTTTTTTTTTTTTTmTmmTmmmmTmTOTTT
S = 6x2 C - 6¢? y?
VII. Cubo del trinomio S = 6clx-y]
Forma 1: Volviendo a las variables originales:
(a+b+c)3=a3+b3+c3+ S=6C[(a+b)2_(a_b)2]
+3(@+b)(a+c)(b+c) S = 6¢[ a® +2ab + b2 —a? + 2ab -b?]
Forma 2: S =6c[4ab] —» | S =24 abc| Rpta.
(a+b+c)y=a’+b3+c+ ]
+ 3a2b + 3a2c + 3b2a + 3 b + 03. Sabiendo que:

+ 3c?a + 3c?b + 6 abc

F= /(x-5)(x+6)(x-1)(x+2)+196

Hallar: G = .F +16, 25
35 EJERCICIOS l \

Solucion:
Observemos que:

01. Simplificar
S=(a+b+c)’+(a+b-c)’+

+ (a -b + C)z + (_ a+b+ C)z F= \/(X-S)(X+6)(X-1)(X +2)+196
Se transforma en:
Solucion F=/(x2 +x-30)(x2 +x-2)+196

Desarrollando cada término, se tendria: ) 5
Haciendo : x* + x = a

S= a2+ b2+ c?+ 2ab + 2ac + 2bc F=/(a-30) (@a-2)+ 196
a2+ b%? + c2+ 2ab - 2ac- 2bc F=x/a2—32a+256
az + b%? + c2- 2ab + 2ac- 2bc
az + b%? + c2- 2ab - 2ac + 2bc

S = 4a’+ 4b? + 4c?

Como la cantidad subradical es un
cuadrado perfecto.

F=./@a-162 —» F=a-16

Factorizando “4”:|S = 4(a%+ b? +c?)| Rpta 6: F=x>+x-16
02. Simplificar: Reemplazando en G:
S= (a+b+C)3' (a+b'C)3_ G=\/X2+X'16+16,25

- (a-b+ c)® - (-a+ b + c)3

G= x2+x+l
\ 4
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Siendo la cantidad
cuadrado perfecto

1.5 1
G = = G=x+ =
(x+2) - )

6 lo que es lo mismo
G = 2x+1
2

3.6 GRUPO: III l

IDENTIDADES
Son expresiones algebraicas que nos
permite efectuar operaciones por
simple inspeccion, entre las de mayor
importancia, tenemos:

sub-radical, un

Rpta.

VIII. Identidades de Legendre

10) (a+b)2 + (a - b)? = 2 (a2 + b?)
20) (a+b)2 - (a - b)2 = 4 ab

IX. Identidades de Lagrange

1°9) (ax + by)? + (ay - bx)? = (a? + b?)
(x* +y?)

20) (ax + by + cz)? + (ay - bx)? +
+ (az - cx)? + (bz - cy)? =(a2+b?+ c?)
(X% + y? +7?)

X. Identidades de Gauss:
19) (a + b + c¢) (a?+ b?+ c?-ab-ac-bc) =
= a3+ b3+ 3 - 3abc

20) ; (a+ b+ c) [(a-b)? + (a-c)? +
+ (b-c)?] = a3 + b3+ ¢ - 3abc

XI. Identidades de Argand

10) (x?+ xy +y?) (x* = xy + y?) =
= x*+ x°y?+ y*

20) (X2 +x+1)(x*-x+1)
= x*+x2+1

3.7 IGUALDADES CONDICIONALES l

A) Si:a+ b+ c = 0; se verifica que:

1.) a2+ b?>+ c>=-2 (ab + ac + bc)
2.) a’b? + a?c? + b?c? = (ab+ ac + bc)?
3.) a3+ b+ ¢ = 3abc

4.) a2 b2+ (a3 4p3 43| _@ b +C
2 3 5

5.) a2 +b2 +c2\(a® +b5 15| _a’+b’+c
2 5 7

B)Si:a?+b?2+c2=ab+ac+b
D a=b=c

4

c)ysi: it
y  x+y

1
— > X=y
X

38 EJERCICIOS '
9

01.- Sabiendo que; i+x— 7

Calcular: 4F+ 4z

Solucién
9
SeaE: 42 4%
1x? a
Elevando el cuadrado, se obtiene:
[,9 [,9
2 — a a ,a/X X~
Ec = —9+ 2 4—90 —+ 5
E2-2 = F
\F \

Nuevamente elevando el
obtenemos:

cuadrado

(E2-2)= 24+ 2 42
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3.9

ACADEMIA AUGE ALGEBRA
Reemplazando el valor de la condicion: a, b y c son los coeficientes respectivos
E2-2= J7+2 =3 de sus términos.
De donde: 310| | RESOLUCION DE LA ECUACION
E2=5 = E = ./5| Rpta. DE SEGUNDO GRADO
1 1 4 I. Por factorizacion.- Si el discriminante
02.- Si: ;+?= Xty de la ecuacioén:
] (A = b2 - 4 ac) es un cuadrado
Calcular: 5 5 perfecto, es decir:
R= X *tY X Ae{0,1,4,9, 16, 25, ........ 3
2Xy Yy
Para su solucién aplicamos aspa simple
Solucién
Operando en la condicion: Ejemplo: Resolver
X+y 4 10x2+11x-6=0
Xy B X+Yy
Por proporciones: Solucion )
(X + y)2 = 4xy Para esta ecuacion: a = 10, b=11yc = -6;

Desarrollando y simplificando, vemos
que:
X2+ 2xXy+y>=4xy
x2-2xy +y2=0

(x-y)3?=0 - |x=y
Reemplazando “x” por “y” en R; se
obtiene:

2 2
R=Y *Y ¥Y_q1.4

2y2 y

Rpta.

ECUACION DE SEGUNDO GRADO
EN UNA VARIABLE

Son aquellas ecuaciones que pueden
reducirse a la forma:

ax>+bx+c=0 (a=0)
donde:

ax? = Término cuadratico

bx = Término Lineal

C = Término independiente

el discriminante es:

A = (11)2 - 4 (10) (-6) = 361

como, 361 es un cuadrado perfecto la
ecuacién se puede factorizar.

10x*+11x-6=0

2 X 3 — 15 x
5x><-2 —4x
11x

Con lo cual:

(2x +3) (5x-2) =0

Recordemos que:

Sita.b=0 =>a=0 v b=0

en nuestro caso : X =

II. Por formula.- Se
cuando la
inmediata

Deduccion:
Sea la ecuacion:
ax2+bx+c=0

- \V4 X =
2

SN

aplica la férmula

factorizacion no es
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ACADEMIA AUGE ALGEBRA
dividiendo entre “a” Con lo cual:
X2+9X+E:0 Xl:]-'\/g : X2:1+x/§
a a 2 2

Coeficient e de sz
2

a los dos miembros de la igualdad:
> b2 b2 ¢ b2
i e
4a 4a a 4a
dado que los tres primeros términos

forman un trinomio cuadrado perfecto,
se tendria:

( bjz b2 ¢
X+—| = ———
2a 4a2 a

extrayendo raiz cuadrada

b +x/b2-4ac

adicionando : (

X

2a 2a
-b++/b%-4ac
2a

Las dos soluciones o raices son:

_ -b- b? - 4 ac
X1 =
2a
Xy = -b++b? -4ac
2a

De otro lado, siendo: A = b? - 4 ac

-b-4+/A

Xlzi
2a

-b+ /A

Xzzi
2a

Ejemplo: Resolver : x2-x-1=0
Solucion

=-1:c=-1

=1;b
En este caso: = (-1)2-4(1) (-1)
=5

> D> o

311 LA ECUACION DE SEGUNDO

GRADO

NATURALEZA DE LAS RAICES DE

En la ecuacién de segundo grado:
ax? + bx + ¢c =0 (a=0); se cumple
que:

-b--/A
Xlzi
2a
'b+x/A7
X2=7
2a

Las raices de la ecuacion de segundo

grado, depende de la cantidad

subradical.

A = b? - 4 a c ( Discriminante)

De acuerdo a esto:

10.- Si: A =Db?-4ac>0; las dos
raices son reales y diferentes.

20.- Si: A =b%?-4ac = 0; las dos
raices son reales e iguales.

30.- Si: A=Db%?-4ac<0; las dos
raices son numeros complejos y
conjugados.

Ejemplo: Hallar los valores de “k”
en la ecuacion:
(k+1)x2-(5k-3)x+9=0

Sabiendo que sus raices son iguales

Solucién

Desde que las raices son iguales
entonces: A = b? - 4ac = 0, es decir:
[-5k-3)]?-4(k+1)9) =0
desarrollando, obtenemos la ecuacidn:

25k?-66k-27=0

o5 k><9 9k
K 3, — /5K

i — 66Kk
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de donde: reemplazando, (3) en (1):
k=3 3x+x=—9—>x=-£

(25k +9) (k-3) =0 v 2T T T4
k = S Asimismo: X1 = - 30
25 4a

312 PROPIEDADES DE LAS Reemplazando en (2), tendriamos:
RAICES DE LA ECUACION
DE SEGUNDO GRADO (—Sb) (—bj:c 32 -16ac
4a 4a a

Siendo la ecuaciéon del Segundo grado:
ax’+bx+c=0 ; a=0

FORMACION DE UNA ECUACION

313 DE SEGUNDO GRADO

CONOCIENDO SUS RAICES

Sus raices son:

~b-+b? - 4dac . . -b+b? +4ac
—b-+b" -4ac , - D¥nD” +4ac

= 2a ' 2a I. Conociendo : “xi” y “x2”, raices de
de donde se cumple: la ecuacidon de segundo grado, se
cumple que:
19) Suma de las raices: (x-x1) (x-x2)=0
X1 + X2 = —9 2 _c
a llevando a la forma canodnica, se

tendria la formula:
29) Producto de las raices:

X2=- (X1 +X2) X+ x1x2=0

C
X1+ X2 = —

a
30) Diferencia de las raices: II. Conociendo la suma de las raices :
JA S = x1 + X2 y el producto de ellas
Xitxe = - (X >X2) mismas P = x1 . Xz, la féormula a
utilizar es:
Ejemplo: éQué relaciéon guardan los x2-Sx+P=0
coeficientes de la ecuacion: . -
ax>2+bx+c=0 a =0 Ejemplo: Formar una ecuacion de
- 4

segundo grado de coeficientes

Si una de sus raices es el triple de . .
reales, si una de sus raices es:

la otra?.
2+ /6.
Solucion .
De acuerdo a los datos, se tiene: Solucion o
Como las raices irracionales se
( b presentan por pares conjugados,
X1+ X2 == — .ieinns (1) entonces:
< i X1=2+x/6 /\X2=2-\/6
X1 « X2 = g (2)
con lo cual:
\ Xi= 3%z e (3) ) xi+x2=2+ 6 +2--6 =4

i) X1+ x2= (2++/6) (2-/6) = 4-6=-2
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Reemplazando en la féormula, Solucidén
obtenemos la ecuacién: Ya que las raices son las mismas, se
|x2-4x-2=0/| (Rpta.) cumple que:
a-3 a-4 3 1
Ejemplo: Formar una ecuaciéon de b+1 2b-4 6 2
segundo grado de coeficientes reales, si de donde obtenemos, el sistema:
una de sus raices es:
2a-b=7........ ()
3 + 2i; i = /-1 tal que: i2 =-1 a-b=2.... (B)

resolviendo (a) y (B), obtenemos:

A\ /4

i” es la unidad imaginaria.

a=>5 A b=3

Solucién
Siendo: x1=3+2i = X2=3-2i 3.15 ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO
Ya que las raices complejas se OUE TIENEN UNA RAIZ COMUN

presentan por pares conjugados se _
tiene que: Las ecuaciones:

) Xi+Xx=3+2+3-2i=6 {ax2+bx+c=0 ........ (1)

ii) X1 %2 = (3+2i) (3- 2i) = 9 -4i2 = 13 dx* +ex+f=0 ... (2)
reemplazando en la férmula, se tienen una raiz comun; se elimina “x?”

obtiene: y se obtiene la raiz comun; es decir:
| x2- 6x + 13 = 0] Rpta.

adx? + bdx + cd = 0 ...... (o)

adx? + aex + af =0 ...... (B)

ECUACIONES DE SEGUNDO

3.14

GRADO QUE TIENEN LAS restando (o) - (B); se obtiene:
MISMAS RAICES x (bd -ae) + (cd-af) =0
Las ecuaciones: w = af-cd
bd-ae

ax?> + bx + ¢ =0; (a=0) ... (1)

dx? + ex + f=0; (d #20) .... (2) OBSERVACIONES l

Tienen las mismas raices, si: 01. En la ecuacion de segundo grado:
a b c ax?2+bx+c=0 ; a =0
d e f Las raices son numéricamente
Ejm: Calcular “a” y “b” en las iguales y de signo contrario.
ecuaciones:
Si ;
(a-3)x2-(a-4)x+ 3 =0; ... (1) 02. En la ecuacién de segundo grado:
ax?+bx +c=0; a=0
(b +1)x2 - (2b-4) x + 6 = 0; .... (2) Las raices, son reciprocas.
Sabiendo que tienen las mismas raices: Si: a=c
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ALGEBRA

4.1

—

DIVEISIGN A GEBRAGH

TEQRENMA DEL RESTO

DIVISION ALGEBRAICA l

Es la operacion inversa a la
multiplicacion que tiene por objeto
hallar una expresion algebraica llamado
cociente; obtenida de otras dos
expresiones algebraicas lamadas
dividendo y divisor, de tal forma que el
valor numérico del cociente sea igual al
cociente de los valores numéricos del
dividendo vy divisor, para cualquier
sistema de valores atribuidos a sus
letras.

ELEMENTOS DE UNA DIVISION l

Dividendo ...l :D
Divisor . d
Cociente ... ' Q
Resto o residuo ............. R

A) Cociente exacto (R = 0).- El resto

de la divisibn es un polinomio
idénticamente nulo.
D=dQ & [O’I - Q

B) Cociente inexacto (R # 0).- EI
resto de la divisidn es un polinomio no
nulo.

D=dQ+R 0 3

ol

1. En toda divisién algebraica el
grado del cociente es igual al
grado del dividendo menos el
grado del divisor.

— —

42 PROPIEDADES GENERALES DE

LA DIVISION ALGEBRAICA

Qo = DO - do

2. En toda division algebraica el
grado del residuo maximo es una
unidad menos que el grado del
divisor.

Romax= dO_ 1

3. En toda division algebraica el
término independiente del
dividendo es igual al producto de
los términos independientes del
divisor por el cociente mas el
termino independiente del
residuo.

T.Ip = T.Ia x T.Io+ T.Ir

4, Cuando se dividen polinomios
homogéneos, el cociente vy
residuo, también son homogéneos,
pero el grado absoluto del
residuo es igual al grado absoluto
del dividendo.

G.A. (R) = G.A. (D)

4.3 CASOS DE LA DIVISION l

I.- Para el caso de dos monomios
i) Se dividen los signhos de acuerdo a
la regla de los sighos

+
= ++ L = -

= 4+ = -
+

ii) Se dividen los coeficientes
iii) Se dividen las letras aplicando las
leyes de exponentes

1+ +
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Con sigho
cambiado

(#1t)

ACADEMIA AUGE ALGEBRA
m m m Como los polinomios son completos y
a) &__gmn by & -|& ordenados; de acuerdo al esquema de
a" p™ b Horner se disponen los términos de la

I1.- Para el caso de dos polinomios

Podemos utilizar cualquiera de los

siguientes métodos:

a) Método general o normal

b) Método de los  coeficientes
indeterminados.

c) Método de Horner

d) Regla de Ruffini

Observacion | .- En la divisién de dos
polinomios estos deben ser completos
y ordenados en forma descendente, con
respecto a una letra Ilamada
ordenatriz; si faltase alguna variable,
ya sea en el dividendo o en el divisor,
se completaran con ceros.

4.4 DIVISION POR HORNER I

Este método es aplicable para
polinomios completos y ordenados en
forma descendente, con respecto a una
de sus letras, llamada ordenatriz. Asi
tenemos:

ESQUEMA DE HORNER
El 19 con propio
signop P A A # = dO

E N DO

[
>

A0 n —< —Q

COCIENTE RESTO
Ejemplo.- Efectuar por Horner:

12x4 —17x3 +20x2 —-8X+7

4x% —3x -2
Solucion
Observemos que:
Q0 = DO-d°=4-2=2
Romax=do'1=2_1=1

siguiente forma:
A A

4112 -17 +20|-8+ 7

3

v

A continuacién aplicamos los siguientes

pasos:

1. Se divide el primer término del
dividendo entre el primer término del
divisor, obteniendo el primer término
del cociente.

2. El primer término del cociente
multiplica a los términos con signo
cambiado del divisor y el producto se
escribe en la segunda fila debajo de
los términos de dividendo corriendo
un lugar a la derecha.

3. Se reduce la siguiente columna y el
resultado se divide entre el primer
término del divisor obteniendo el
segundo término del cociente el cual
multiplica a los términos cambiados
del divisor. El producto resultante se
escribe en la tercera fila, debajo de
los términos del dividendo corriendo
un lugar a la derecha.

4. Se continua este procedimiento hasta
obtener un término debajo del ultimo
término del dividendo.

5. Los coeficientes del resto o residuo,
se obtienen directamente de cada
una de las columnas que le
pertenecen.

Respecto al ejemplo dado, tendriamos:

X ]TZ -TB %0 ‘

A
+4|1 12 - 17 + 20| - 8 + 7 -
3 9 + 6
- 6|- 4
15 + 10
2
3 -2 +\_Y5_} 3 + 17
— —
\_>Y<E} X T.I1. X T.I.
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de donde:
Q (x) =3x?-2x+ 5 (cociente)
R(x)= 3x+17 (Resto)

Ejemplo: Efectuar por Horner
12a* - 23a3b +51a2b? —30ab> + 20b*
4a? —5ab + 7b?

Solucién

De acuerdo a las propiedades
observamos (respecto a la letra “a”)

Romax=do'1=2_1=1

Ademas:
G.A. (D°) = G.A. (R°) =4
Por Horner, se tendria:

{Q°=D°-d°=4—2=2

12 -8 20
N T
4|12 - 23 + 51|-30 + 20 _
5 15 - 21
- 10 |+ 14
25 - 35
-7
3 -2 + 5 9 - 15

Por consiguiente:

R (a, b) = 9ab*® - 15 b*

{Q(a,b)=3a2—2ab+5b2

45 CALCULO DE COEFICIENTES
EN EL DIVIDENDO O EN EL

DIVISOR

En la solucion de estos problemas
debemos tener en cuenta las siguientes
reglas:

Regla N° 1.- Dos polinomios son
divisibles, o uno de ellos es multiplo de
otro, o nos dicen que la divisiéon entre
ellos es exacta; cuando el resto o
residuo de la divisién es un polinomio
nulo.

Regla N° 2.- Si en una divisién nos
dan como dato el resto, entonces el
resto obtenido por Horner y el resto
qgue es dato son polinomios idénticos.

Regla N° 3.- En toda divisién exacta
los coeficientes del dividendo y del
divisor se pueden escribir en sentido
contrario y al efectuar la divisidn esta
sigue siendo exacta.

Ejemplo 1.- Calcular “"a” y "b” en la
division exacta:

2x? —x3 +ax—b

X2 _x—2
Solucién:
Por Horner tendriamos:
2 1 5
A ? ? T A
+1 2 - 1 + O|+ a- b -
1 2 + 4
1|+ 2
2 5 + 10
2 + 1 + 5 0O +0
Aqui vemos que:
la+2+5=0 = a = -7 | Rpta.

i) -b+10=0 = Rpta.

Ejemplo 2.- Calcular “"a” y “"b"” en la
division:
3x% —x3 +2x% —ax —b

x2—x+1

Sabiendo que su resto es 4 x - 3
Solucidn:
Aplicando el método de Horner:

3 2 1
Aff TA
<13 - 1+ 2|-a-b
1 3 -3
2 (- 2
-1 1 -1
3 + 2 + 1 4 -3
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De las columnas del resto Esquema de Ruffini:
Vemos que: A

-a-2+1=4 = a=-5

= Rpta.

Rpta.

i) -b- 1 =-3

Ejemplo 3.- Calcular "a” y "b” en la
division exacta (Horner inverso)

ax? —bx3 —x2 _x-2

x2—x—1

Solucion:
Escribiendo los coeficientes en sentido

Divisor = 0

¥x+h=0 N{ P (X) »
"
LX = F b l :
COCIENTE | RESTO

El primer elemento del dividendo se
baja y corresponde al primer elemento
del cociente, se procede como en la
divisiéon por Horner y el resultado de
reducir la ultima columna es el resto de
la divisién.

Ejemplo # 1 : Efectuar:
2x% —x? +3x -2
X+ 2

Solucién
Del esquema de Ruffini, tendriamos:

contrario, se tendria el siguiente
esquema de Horner:
-2 1 -4
PO S 4
-1(1-2 - 1 - 1 |- b+ a R
1 2 - 2
-1+ 1
-1 4 - 4
2 -1 + 4 0 +0
De donde:
V-b+1+4=0 = b=5 | Rpta.
i)a-4 =0 = a=4 Rpta.

4.6 DIVISION POR RUFFINI I
Este método es aplicable para

divisores, binomios o transformables a
binomios; es un caso particular de la
division por Horner. Se presentan dos
casos:

I.- Primercaso:|P(x)+x+b
Dividendo : P(x)
Divisor X = b

X+2=0 "4 24 0-1+3-2
Lx=—2 -4 4+ 8-14+22
I :
2 -4 + 7-111+20
i ad e S W
x¥ x2  x T
Con lo cual:

Q(x) = 2x3 - 4x? + 7x - 11 (cociente)
Rpta.
R(x) = 20 (Resto)

Ejm. # 2 : Hallar “k” en la division:

x?-253 1 kx? + x +k
X+2

Sabiendo que es exacta.

Solucién

Como la divisidn es exacta, el resto es un
polinomio nulo, es decir:
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A Ejemplo 2: Determinar “k” en la
EX—_EE_—{_O] 1-2 + Kk  +1 K division:
L l | 10x* + x> + 4x? - 5x + 2k
=-2 -2 + 8 -2k-16 14k +30 2% +1
1- 4 +(k+8) +(-2k-15) 0 - sabiendo que el resto es: 3k - 2

Observemos que:

K+4k+30=0 - Rpta.

II.- Segundo caso : | P(x) +axztb |

Dividendo P (x)
Divisor axztb
Esquema de Ruffini
axtb=0 |, P(x)
| Y —~
_b
__*X =] F —
a
| »
COCIENTE | Resto.
En este caso: a

Q (x) = COCIENTE
a
R (x) = Resto

Ejemplo # 1: Efectuar:

15x3 -4x%2 +11x +6
5x+2

Solucién:
Por Ruffini, se tendria:
A

L5X+2=0| 15 -4 + 11 + 6
|—’x=-2/5 ‘ -6 + 4 -6
v t »
15 -10 + 15 | 0
I
Q(x)=3x2-2x+3

R(x)=0

Solucién

Aplicando Ruffini, tendriamos:
A

_______ 10 + 1 + 4-5+ 2k

LX=-1/2 l -5 +2 -3 + 4

10 -4
De la condicién:
2k +4=3k-2 >

k=26

CASOS ESPECIALES I

01. Efectuar:
3x16 — 2x12 + 5x4 -7
x4 +3

4.7

Solucidn:
Haciendo la transformacion: x* =y
3y4—2y3+5y—7
y+3

Tendriamos:

Por Ruffini:

Y+3=0

s

Obtenemos: y

{Q(y)=3y3—11y2+33y—94

A

-2+ 0+ 5 -7

3
J— 9 +33-99 + 282
3
\_Y_J

3

—
- 11 + 33 - 94 14275
2

.

Y ——=
y y T.

R (y) = 275

Como : y = x*; en funcion de “x”

Q(x) =3x2-11x8+33x*-94
R (x) =275
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4.8 TEOREMA DEL RESTO l

Este teorema es importante por que
nos permite encontrar el resto de la
division, sin efectuarla.

Enunciado.- El resto de dividir un
polinomio racional P(x) entre un divisor
binomio de la forma (a x £+ b) o
cualquier otro divisor transformable a
binomio; se obtiene al calcular el valor

numérico de P (¥ 9)
a

DEMOSTRACION DE TEOREMA:
En concordancia con los elementos de
la divisién, tenemos:

Dividendo : P(x)

Divisor axzthb

Cociente : Q (x)

Resto : R (x) (incégnita)

De la identidad fundamental:

D=dQ+R
Se tiene:
P(x)=(ax+b)Q (x) + R (x)
Evaluando  P(x) paraX=¢9
a
Se obtiene:
_b _b b
P(=)=[a (=)xb]Q(F=)+R(X)
a a a
b b b b
P(=)=[¥-=-1Q(F>)+R(X)
a a a a
Como vemos ;919=0;conlocualz
a a

Resto =R (x) =P (12 ) L.g.q.d.

49 || cASOS QUE SE PRESENTAN l

P(x)
ax+b
Reglas para determinar el Resto:
10 .- Divisorigualacero:ax+b =

Primer Caso:

0
b
20 .- Hallamos el valorde x: x= 37 =
a

N\, 7

30 .- Reemplazamos el valor de “x” en
el polinomio dividendo y el valor
obtenido es el resto de la divisidn

Ejemplo # 1:
Hallar el resto de la division:
2x9 —3x° +5x* —7x+6
X+1

Solucién

Aplicando las reglas tendriamos:

10.- Divisor =0 » x+1=0

20.- Cdlculodex » x=-1

39.- Reemplazando en el dividendo;
x = -1, obtenemos:

Resto = 2(-1)? = 3(-1)5 + 5(-1)* - 7(-1) + 6

teniendo en cuenta que :

(-) Par _ 4 A ) Impar _ _

Resto=-2+3+5+7+6
|Resto = 19| Rpta.

Ejemplo # 2.- Determine el valor de
“"k” en la division exacta.
2x3-(3k-2)x%-x+6k
X+2

Solucién

Como la division es exacta, el resto, es

igual a cero y de acuerdo a las reglas

del teorema del resto tendriamos:

10.- Divisor= 0> x+2=0

20.- Calculode x - x = -2

30.- Resto =0

2(-2)3-3k-2)(-2)>-(-2)+6k=0
-16 -12k + 8 + 2 + 6k =0

-6k =6
Rpta.
P(x)
Segundo caso: — —— ;(n2x>2)
ax ' *b

Reglas para determinar el resto:
10.- Divisor=0 — ax"+b =0

20 - Calculode x" > x"= 7

| T

39.- Reemplazamos el valor de x" en el
polinomio dividendo y el valor obtenido
es el resto de la division:
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Ejemplo # 1:
Hallar el resto de la division:
x° +2x3 —5x% +3x -2
X% +2

Solucién:
Expresando el dividendo en funcién de
“x?" se tendria:

(x2)2x+2(x2)x—5(x2)+3x—2
X2 +2
Aplicando las reglas:
10-x24+2=0 - x*=-2
2°.- Por consiguiente:
R(x) = (-2)2’x+2(-2) x-5(-2) + 3 x -2
R(X) =4x-4x+10+3x-2

R(x)=3x+8 Rpta.

Ejemplo # 2:
Si el resto de la division:
ax’ +3x® +bx? -5
x2 +1

es: X -6.

Hallar (a + b)

Solucioén
Expresando el dividendo en funcién de
x?, se tendria:

a(xz)x + 3(x2)2 X+ b(xz) -5

X% +1
Del teorema del resto:
10-x24+41=0 —» x*=-1
20-R(x) =a(-1)3x+3(-1)2x+b(-1)-5
R(x)=(a+3)x-b-5
Como: R(x)= x-6
Se cumple que:
(-a+3)x-b-5=x-6
Comparando los coeficientes:

) -a+3=1 o> a=2
i) -b-5=-6 - b=1

Ejemplo # 3:
Hallar el resto de la division:
2x23 _x°43

x2+x+1

Solucion

Siendo el divisor un trinomio hay que
transformarlo a binomio, mediante la
identidad

xX+x+1)(x-1)=x3-1

Con la cual, se tendria :

(2x23 —x%+3) (x—1
(X% +x+1) (x—1)
2x%* —2x*°—x® + x> +3x -3
x3 -1

Expresando el dividendo en funcién de x3:
2x3)8 - 2(x) x%~(x®)? + (x®)x? +3x -3
xS -1
Recordemos que: si al dividendo y al
divisor se multiplican por una misma
cantidad, el cociente no se altera pero el
resto queda afectado por la cantidad

que se estd multiplicando; en
consecuencia:

Por el Teorema del resto:

10-x3-1=0 - x3 =1

29.- Con lo cual:

(x-1)R(x) =2(1)8-2(1)" x> - (1)*> +
+ (1) x2+3x-3

(x-1)R(X)=-x>+3x-2

-x2+3x-2
R (X) = —==-=mmmmmmmmmee-
X -1
Por la regla de Ruffini:
A
-1 +3 - 2
x=1 -1+ 2 .
T +2] 0 >
.
Obtenemos:
Resto: |R(x) =-x + 2 | Rpta
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COCIENTES . NOTABLES
FAGCTORIZAGION

COCIENTES NOTABLES l

Son cocientes cuya forma general es:
al +p"
azxtb

;o nezt

El desarrollo de estos cocientes se

pueden efectuar directamente sin aplicar

los criterios generales de la divisidon

algebraica

Todo cociente notable debe satisfacer los

siguientes principios:

10 El resto de la divisién debe ser
igual a cero.

20 Las bases deben ser iguales

30 Los exponentes deben ser iguales.

Nota.- CoNo, = Cociente Notable

CASOS QUE SE PRESENTAN l

n_bn

ET o4
a-»b

n : Puede ser par o impar; siempre sera
Co Nno ya que su resto es cero. El

Primer caso:

desarrollo obtenido por la regla de
Ruffini es:
n n
b7 _ gn-1 +a" 2 bt +pn-1
a-b
Ejemplo:
4 _ p4
=~ =a%+a’b+ab?2+ b3
a - b
n n
Segundo caso: a + b’
a+b
n : En este caso debe ser impar

necesariamente; para que el resto sea
cero y el cociente sea notable.

El desarrollo obtenido por la regla de
Ruffini es:

n n
a +b L -, +bn-1
a+b
Ejemplo:
5 5
a” +b =a*-a3 b + a?2b?-ab3 + b*
a+b
n_ wn
Tercer caso: u
a+ b

n : Para este caso debe ser un numero
par necesariamente, lo cual nos da un
resto cero y por consiguiente el cociente
es notable.
El desarrollo obtenido por la regla de
Ruffini es:

al-p" n-1

= a _ a2 by ... LN +,-bn'1

a+b
Ejemplo:

- p4
————=a’-ab +ab*-b’
a +b

n n

Cuarto caso: a aftt:

n : Ya sea par o impar, el resto no sera
cero, por consiguiente este tipo de
cociente nunca sera cociente notable.

PROPIEDADES GENERALES DE

LOS COCIENTES NOTABLES

Respecto al CoN, cuya forma general es:

an +p"
a +b
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Se satisfacen las siguientes propiedades:

10

20

30

40

5o

El resto de la divisiéon debe ser
igual a cero.

El nimero de términos que tiene
en su desarrollo es igual al
exponente del dividendo del
cociente notable.

El desarrollo de un CoNo, es un
polinomio homogéneo cuyo grado
es igual al exponente del
dividendo del CoNo, menos uno.

En el desarrollo de un CoN, los
exponentes de la primera vy
segunda base varian consecuti-
vamente en forma descendente y

ascendente desde el mayor
exponente, hasta el exponente
cero.

Respecto a los signos de los
términos del desarrollo de un
CoNo, debemos considerar lo
siguiente:

FORMULA PARA CALCULAR EL
TERMINO DE LUGAR “"K” EN EL
DESARROLLO DE UN CoNo

En la expansion del CoNo:

a" £b" _ n-2 n-3 p2 n-1
=a"™+ta"“b+a"™b*+....tb
axtb ¥ Y ——
T1 T2 T3 Tk Th
Vemos que el término de lugar “k”
adopta la forma matematica:
T ==+ (a)" k (b)k-t ; 1<k<n

Debemos tener en cuenta que:

A\ /4

a : Primera base del CoNo
“"b” : Segunda base del C,No
“n” : Numero de términos de CoNo
“k” i Lugar que ocupa el término
que queremos determinar
Ademas:
i) Tk, es (+) <k, es impar

i)

i)

Tk, es (-) < k, es par, pero solo para
CoNo de la forma :
+ . -
o
+ +

Tk siempre es positivo para una CoNo

de la forma ——

Ejemplo#1:

31 , 31
Dado el CoN, : & +b™"
a+b
hallar el T»7
Solucion:

Dado que 27 es un numero impar:
Tk =+ (@)"k(b) k-1

Donde :
“a” = a
“b” = b
“n” = 31
“k" = 27

Remplazando:
T27 - (a) 31-27 (b) 27-1

T27 = a* b?® Rpta.

243 _p43
# 2: Dado el CoNo : Y p

hallar el G.A: del T3>
Solucion:

Como el CoN, es de la forma ——,

todos los términos son positivos, por
consiguiente:
Tk=+(a)"" K

(b) k-1
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Donde: d) Forma : _ (no es CoNo)
\\aII - a —
\\bII — b
“n" = 43 5.- Un término cualquiera del
“K” = 32 desarrollo del CoNo
Remplazando: a™ +p"
Ts2 = + (a)*3-32 (b) 32-1 aP + b4

T2 = all b3

.| G.A: =11 + 31 = 42| Rpta.

DIVISION DE LA FORMA

am +p"

aP +pd

Este tipo de divisidon sera transformable

a cociente notable, cuando satisfaga las

siguientes condiciones

1.- El resto de la division debe ser
igual a cero.

2.- Las bases deben ser iguales

3.- Los exponentes del dividendo con
respecto al divisor deben ser
proporcionales y pertenecer al
campo de los numeros enteros
positivos, es decir:

m n . +
— = |; e z
P g
4.- Respecto a los casos que se

presentan en los GCoN,, deben

tenerse en cuenta lo siguiente:

a) Forma: ——

m_ % = # par o impar

b) Forma: ———
m_n g impar
p q

c) Forma: ——
m_N_g par
P q

esta formulado por:

T = i(a)m—kp (b)(k-l)q 01

IN
=~
IN

o |3

Ejemplo # 1:
Calcular “n” en el cociente:

x7“ -4 _ y 8n-2

xn-2 ern-1

Sabiendo que es notable.

Solucion:
Por ser cociente notable, se cumple que:
7n-4 8n-2
n-2 n-1
Por proporciones:
(Z7n-4)(n-1)=(n-2) (8 - 2)
7n2-11n+4=8n>-18n+ 4

-n’+7n=0
Factorizando:
n=20
n(n-7x3=0—> 0
Rpta.
Ejemplo # 2:
Calcular (m+n) en el cociente
notables:
xm - y70
x3 _yn

Si su desarrollo tiene 14 términos:

Solucion:
Por ser cociente notable, se cumple que:
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) g:“ . m-42 3.- Si%n , es. un numero par existen
m_70_,, dos términos centrales y ocupan
3 n 7 70 los lugares.
ii) T:14:n:5 tclztg A tC1:tﬂ+1
2
m+ n =47 Rpta. .
4.- Si “K” es el lugar que ocupa el
. término del desarrollo de un CoN,
Ejemplo 3: N g . o
93, p 124 y su término equidistante

Dado el CoNo : (término contado a partir del

a3 +b? :
extremo final); se cumple.
hallar el grado absoluto del Ta.. a) k+k'=n+1
Solucion:
Como 22 es un ndimero par, aplicamos b) Tk =+ (a)"~k(b) k-1

la formula:
| Tk=-(a)" % (b)k* |

c) Tk = th+1-k =% (@)Kt (b)n-k

Donde: . :
“a” : Primera base = a3 d) Tk y Tk son de igual signos en los
' CoN, de la forma :

“b” : Segunda base = b* _

Yy
93 _124 5 ¥
3 4

“k” : lugar que ocupa el término = 22

A\Y ”

n” : Nimero de términos =

e) Tk y Tk tienen signos diferentes

para Co,N, de la forma:

+

Reemplazando:
T22 - _(a3) 31 -22 (b4) 22 -1
Tno=-a?’b® - | G.A.111| Rpta.

RECONSTRUCCION DE UN COCIENTE
NOTABLE A PARTIR DE LOS
TERMINOS DE SU DESARROLLO

Para reconstruir un cociente notable a

OBSERVACIONES IMPORTANTES . L
partir de los términos de su

|

desarrollo, debemos tener en cuenta

a” + b" o
I — las siguientes reglas:

D oNo :
ado el CoN = +b

o -
Podemos notar que: 1 Ley de signos

a) +, F, e, + -
1.- “n” representa el numero de -
términos b) +, -, + i -+ - :::
2.- Si“n” es un numero impar existe B
un término central al cual C) + too - n
denotaremos por t. y ocupa el
lugar. 20 Ley de variables.- En el

tc = t nta dividendo y en el divisor se

2 escriben como bases del CoNo
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las bases de los términos
extremos del desarrollo.

30 Variacion de exponentes.-
Nos determina los exponentes
que deben colocarse en las
bases del divisor; la variacion
descendente es para la primera
base y la variacion ascendente
es para la segunda base.

4° formacion del Cociente
Notable.- Obtenidos los
exponentes del divisor, estos
se suman con los exponentes
de los términos extremos del
desarrollo del cociente notable y
obtenemos los exponentes del
dividendo, formandose el
cociente notable.

Ejemplo:

Dado el desarrollo

X145 4 x140 8 4 L. + y232
formar el CoNo

Solucion
De acuerdo a las reglas, tenemos:

10.- Ley de Signos : ———

20.- Ley de variables: XY
X-y
N . X-y
39.- Variacion de exponentes:
x5 - y8
) x150 _,240
40 - Formacion del CoNo: =———
x5 _y8

EJERCICIOS I

Ejercicio N° 1.- Dado el cociente
notable
(XZ) 3n+21 _ (y4)3n+6

X n+1 +y 2n-3

determine el niumero de términos que
tiene su desarrollo.

Solucion
Por ser un cociente notable Ilos
exponentes deben ser proporcionales, es
decir:

2(3n+21) 4(3n+6)
n+1 - 2n-3
operando, se tiene:
(bn +42) (2n-3)=(12n + 24) (n + 1)
12n2-18n+84n-126 =12n%2+ 12n
+24n+ 24
Simplificando:
66 n-126 =36n+ 24
30 n = 150

remplazando:
st = 2[3(5)+21] |
5+1
Ejercicio N° 2.- Al efectuar el desarrollo
x 45 _ X-30
x3 —x~2

ndamero de

#t =

#e=12

del CoNo:

Hallar el términos
fraccionarios.

Solucion:

Un término genérico del desarrollo de

este CoNpo es:

a
Tk = (a)" K (b) <~ 1] >4 P =X

n

k

Remplazando:
Tk = (x3)15-k  (x 2)k-1
Te = Xx45-3k yx-2k+2
Tk = x4 3k, 1<K=15
Los términos seran fraccionarios;
Cuando: 47 -5k<0
-5k<-47

k>£
5

k>9,4

Dado que: k< 15; entonces:
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K=10, 11, 12, 13, 14, 15
~.el nimero de término fraccionarios es

6.
FACTORIZACION l

La factorizacion €S un proceso
contrario a la multiplicacién, el cual no
estd sujeta a reglas especificas; su
operacion depende de la practica
adquirida. En esencia es |la
transformacién de un polinomio en un
producto indicado de factores primos,
dentro de un determinado campo
numeérico.

Un polinomio estd definido sobre un

campo numeérico, cuando los
coeficientes de dichos polinomios
pertenecen al conjunto numérico

asociado a dicho campo.

campos de importancia:

Racional : Q ; Real : R; Complejo : C

Ejemplo:

i) P(x) =2x*-7x+ 3,
definidoen Q, R y C

Hay tres

esta

i) Q(X)= /2 X° +3x- -3, estd
definido en Ry C, pero no en Q.

iii) R(x)=x3-ix+ 2i- 3; esta
definicion solo en C .... (i = +/-1)

Factor 6 Divisor.- Es un polinomio de
grado distinto de cero que divide
exactamente a otro.

Factor Primo.- Es un polinomio sobre
un campo numérico el cual no se puede
transformar en el producto de dos

polinomios sobre el mismo campo
numeérico.
Ejemplo #1 .- P (x) =x?2-25

No es primo en Q, ni en R; ni en C, ya

que se puede expresar como
P(x)=(x+5)(x-05).

Ejemplo # 2.- Z(x) =x*>-7

Es primo en Q, pero no en R ni en C,

dadoque Z (x) = (X + /7 ) (x- /7)

Ejemplo # 3 .- R(x) = x2 + 16

Es primo en Q y en R pero no es primo
en C, ya que

R(X) =(x+4i) (x-41)

Namero de factores primos.- Es la

cantidad de factores no repetidos que

tiene el polinomio, dependiendo sobre

gue campo numeérico se factorice.

Ejemplo

a) P(x) =x*-36=(x*>+6) (x?>-6)

= P (x) tiene 2 factores primos en Q

b) P(x)=x*-36=(x>+6) (x+-/6)
(x--/6)

= P (x) tiene 3 factores primos en R

c) P(X)=x*-36=(x+i-/6)((x-i-/6)
(X+'\/€) (X "\/g)

= P (x) tiene 4 factores primos en C

FACTORIZACION EN Q I

I. Método del Factor Comin.- El
factor comun estd contenido en
todos los términos de la expresion
algebraica a factorizar, con el menor
exponente; puede ser mondmico o
polindmico.

Ejemplo # 1: Factorizar:

f=2x* y3+ 2x*z? + 2x*

Solucion:

El factor comun es: 2x*; de donde

f =2x*(y®>+ 22+ 1) Rpta.

Ejemplo # 2: Factorizar:

f=@ +b)x+(a?+b)y+(a?2+b)z

Solucion:

El factor comun en este caso es: (a2 + b);

de donde

f =(a2+b)(x+y+2) Rpta.

Il. Factorizaciébn por agrupacion
de términos

Consiste en agrupar convenientemente

de forma que se tenga factor comunes

polindmicos.
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Ejemplo # 1: Factorizar
f =(ax+by)? + (ay - bx) ?

Solucion:

Desarrollando por productos notables.

f= a?x?+2abxy+b2y?+ a%y?-
- 2 ab xy + b? x?

Simplificando:

f=a2x?+b2y? +a%y?+ b?x?

agrupando el primero con el tercero y

el segundo con el cuarto, se tiene:

f=(a?x?+ a?y?) + (b?y? + b? x?)

f=a?(x®2+ y?) + b% (x> +y?

~f = (a% + b?) (x2 + y?) Rpta.

I1l. Método de las Identidades

A. DIFERENCIA DE CUADRADOS
Para factorizar se extrae la raiz
cuadrada de los cuadrados
perfectos y se forman un producto
de la suma de las raices,
multiplicadas por la diferencia de
las mismas. En general.

f=a?m-Db2"=(am+ b") (a™ - b")

am bn

B. TRINOMIO CUADRADO
PERFECTO.- Su forma general es:

f=a’m+2

am bn + b 2n
4
oY
[
am I b —» a™b"
<
| b — amb"

(Iguales)

~f=(am™+bn")?2

C. SUMA O DIFERENCIA DE CUBOS.-
En este caso recordamos los productos
notables.

a3m+ b3n - (am + bn) (a2m _ am bn + bZn)
a3m _ b3n - (am _ bn) (aZm + am bn + bZn)

Ejemplo # 1: Factorizar

f=x8-81y8
Solucién
Extrayendo ./ a los términos, se
obtiene:
f=x8-81y8

suma 4 J_l

suma x Dif y

V>V<

(O3]
<
N}

De donde:
f=(x*+9y?) (x* + 3y?) (x? - 3y?)

Ejemplo # 2.- Factorizar
f=(@a+b)Y+c(@a+b)-ct(a+b)-c

Solucion:

Haciendo: (a + b) = x; se tendria:
f=x"+c3x*-c*x3-c
factorizando de 2 en 2
f=x*(x3+c3)-c*(x3+c3)
siendo el factor comun : x3 + c3
f=03+c) (x*-c?)

factorizando la suma de cubos y la

diferencia de cuadrados, obtenemos

finalmente:

f=(x+c)(x*=-xc+c?) (x2+c?)
(x+c)(x-c0)

Ejemplo # 3.- Factorizar:
f=3ab(a+b)+3(a+b)c+ 3(a+b)c?

Solucion

Factorizando : 3 (a + b); se tiene
f=3(a+b)[ab+c(a+b)+c?]
f=3(a+b)[ab+ ac + bc + ¢?]

factorizando en el corchete “2"” a “2”
f=3(@+b)[a(b+<c)+c(b+ )]

siendo: (b + ¢) el factor comun, se
tendria como factores:

f=|3(a+b)(a+c)(b+c)| Rpta.
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METODO DE LAS ASPAS ' EJERCICIOS l
Factorizar:
Aspa Simple.- Se aplica en 1) f=x*+y*+2xy (x* +y?) + 3xy?

expresiones trinomias de la forma.

f=ax®"+ bx™y"+cy?n

Se descomponen en factores los
extremos y la suma de los productos en
aspa debe ser igual al término central.
Es decir, dado :

f=ax 2™+ bxM™y"+ cy2"

a Xm City" — axci

aj €2

az XM
b

cy"—>

Los factores se toman horizontalmente
Lf=(aix™+ c1y") (a2 x™ + c2y")

Ejemplo # 1: factorizar
f=64a'?b3-68a%b’” + 4 a* b'!

Solucion:

Siendo el factor comun : 4 a* b3
Se obtiene:
f=4a*b3[16a% - 17 a* b* + b? ]

Aplicando aspa simple al corchete

16 a“><:-b4 - a* b*

at -b* - 16 a* b*

17 a* b*
f=4a*b3(16a*-b*) (a* - b*)
factorizando las diferencias de
cuadrados; obtenemos:
f=4a*b3(4a?>+b?)(2a+b)(2a-b)

(@2 + b?) (a+b) (a-Db)

Rpta. f = (x2 + xy + y?)?

2) g=x0+2x>-3x*+4x2-1
Rpta.g= (03 +3x2-1)(x3-x2+1)

3) f=(a?+b?-c?-d?)?-4(ab + cd)?
Rpta.f=(a+b+c-d) (a+ b-c+d)
(a-b+c+d)(a-b-c-d)
g=((x+y)»P+3xy(1-x-y)-1
Rpta.g=(x>+y?+1-xy+x+Yy)

4) f=(22-y?)?(x*-a%) +4x2y?27
Rpta. f = (z2 x + xy? + az? - ay?)
(z2 x + xy? - az2 + ay?)

5) Unfactorde:a(a-1)+ a3-1es:
Rpta. (a-1) (a + 1)2

6) Descomponer en factores: x> + x + 1
Rpta. (x2+x+1)(x3-x2+1)

7) Cuando se factoriza x° - x hasta donde
sea posible en polinomios y monomios
con coeficientes enteros, el nimero de
factores primos es: Rpta. 5

8) La expresion
X2-y2-7224+2yz+X+y -2

Rpta. (x+y-z)(x-y+z+1)

9) Hallar la suma de los factores primos
de:a(a?+ab-1)-b(b2+ab-1)
Rpta.3a+b

10) Factorizar la expresion:
x* + 2x3 - 2x - 1, indicar la suma de los

factores primos: Rpta. 2x
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FACTORIZAGIGN — MGV / MGD
ERAGECIONES ALGEBRAICAS

FACTORIZACION POR
DOBLE ASPA

Este método es aplicable

polinomios de la forma:

f= ax2™+ bxmy" + c y2™ + dx™ +
+ey"+f

El polinomio debe presentar cierto

orden para poder factorizarlo.

10, Debe tener 6 términos, si falta
alguno de ellos, se reemplaza
por ceros.

20, Con respecto al primer trinomio
los exponentes centrales deben
ser la mitad de los extremos, y
en el cuarto y quinto término se

para

Deben cumplirse que: ai f2

az fi
d
3. A continuacién descomponemos en
factores el coeficiente del tercer
término. La primera aspa debe
verificar al coeficiente del segundo
término y la segunda aspa debe
verificar el coeficiente del quinto
término.
4. Los factores se obtienen tomando
los términos de las aspas en forma
horizontal.

En conclusion:

repiten los exponentes | f=ax?™+ bx™y" + cy?" + dx™ + ey" +f
centrales.

aixm C1 y" fi > axfi

FORMA DE FACTORIZAR l >< ><
axxm a1tz C2 YV aify fp >aifs
, . axcC
1. Estando ordenado los terminos zb—l % d

del polinomio, se trazan dos

aspas de la siguiente forma: f = (a1 XM+ c1y" + fi) (@2 x™ + 2 y" + f2)
f = (ax® + bx™ y" + cy?"+ dx™ + ey" + f
— _/
YT

Ejemplo # 1: Factorizar

2. Descomponemos en factores los
coeficientes de los términos
extremos. Multiplicados en aspa y
sumados deben verificar al
“cuarto término”.

f =ax®m + Q);m y" + cy?" + dx™ + ey" +

—_—
—_— —
- e
_— —_—
- _—

—
_— _—
—_— _—
—_— —_——
—_— _—

f=20x%-21y%+ 13 x2y3-2x2 +
+23y3-6

Solucién
Ordenando el polinomio de acuerdo a

las reglas dadas, se tiene:
f =20x* + 13x%y? - 21y® - 2x*> + 23y>- 6

~

4x3? 210
5x2 35-12
-2

Dado que esta verificado el cuarto

término, descomponemos en factores
el “tercer término”
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f=20x* + 13x%y? - 21y® - 2x* + 23y - 6

gl

4x? -3y3 2 —> 10
8 9

5x2 -15 7vy3/ 14 -3 -5 -12
13 23 -2

Como se han verificado todos los

términos, los factores son:

f = (4x% - 3y? + 2) (5x% + 7y3 - 3)

Ejemplo # 2.- Factorizar
f =12a2 -4b2-12c2 - 2ab + 7ac + 14 bc

Solucidn:
Ordenando convenientemente, se

tendria:
1’=\12a2—2ab—4l:f+7ac+14bc—12c3

3a 4c —> 16
4a -3c > -9
7

Dado que el cuarto término esta
verificado, descomponemos en
factores el tercer término.

f =\12a2 - 2ab - 4b3+ 7ac + 14 bc -12 ¢?

3a Y4 -2b 4c —» 16 ac
5 6
4a -8 2b 8 -3c > -9 ac
-2 14 7ac
Como todos los términos estan

verificados, entonces:
f = (3a-2b +4c) (4a + 2b -3¢)

DOBLE ASPA: "CASO ESPECIAL"
POLINOMIO DE CUARTO GRADO

El polinomio a factorizar debe tener
cinco términos o en su defecto debe
completarse con ceros, su forma
candnica es:
f=z=ax*+bx3+cx2+dx + e

El problema central consiste en
descomponer cx? en dos términos,
dispuestos en la siguiente forma:

C1 XZT C2 X2 talque:c1+c2=c

FORMA DE FACTORIZAR l

1. Se decompone en factores los
coeficientes de los términos
extremos del polinomio de cuarto
grado, de forma que :

a=ai.az Y

e=e€e.e

multiplicando en aspa y sumando
los productos respectivos,
obtenemos “ci1”, es decir:
f=ax*+bx3+ cx2+dx + e
C Ci1
+—>

ai e =

d2 €2 = a1

C1
Nota: “c2” se obtiene por diferencia
C=C—-C

2. “c2"” se descompone en factores
c2 = c>.c" , donde la primera
aspa verifica a “"b” y la segunda
aspa verifica a “d”
f=ax*+bx3+cx2+dx + e

C2 Ci

+—>
di X2 '>X
€1

14

a» x?2 c”ox  ches €3 — aiex

cher C1

a1C”2
axch

3. Los factores, se toman

horizontalmente
f = (aix? + c2x + e1) (@a2x?> + c"2 X + €2)
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Ejemplo # 1: Factorizar
f(x)= 20x* + 2x3 - 11x?> + 19 x - 15

Solucion:

Descomponiendo en factores los
términos extremos, para determinar
“c1” se tendria:

f(x) =20x%+ 2x3-11x2 + 19x -15
-6x?[ -5x?
—

5x2 -5 =- 20x2

- 5X2

Descomponiendo en factores:
c2= - 6Xx? se tendria:

f=20x* + 2x3 - 11x2 + 19x -15
-6x2T -5x2

>
4x -2X ><V3 = 15x2
5x2_~3X -5= - 20x2
- 5X2

o f(x) = (4x2 - 2x + 3) (5x%2 +3x - 5)

OBSERVACIONES '

1. No todos los polinomios de 4to.
Grado se pueden factorizar por
doble aspa.

2. Si el polinomio de 4to. Grado es
factorizable por doble aspa, debe
observarse si cada factor
cuadratico es factorizable.

3. El trinomio : ax?2 + bx + c = 0 se
puede factorizar, Si su
discriminante (A = b? -4ac) es
un cuadrado perfecto.

EJERCICIOS '

Factorizar:

@) f = 30a2? - 6b2 - 14¢2 - 28ab -

- 23ac + 25 bc
Rpta. f = (5a - 3b + 2c) (6a + 2b - 7¢)

Q) g = 21x2 - 37 xy? + 12y* + 48x

-26y2 + 12
Rpta. g = (3x - 4y2 + 6) (7x- 3y2 +2)

G)f = 20x2 +12y2 -31xy+2y- 2x - 4

Rpta. f = (5x - 4y + 2) (4x - 3y
- 2)

g = 28a2 + 6b2 - 12c2 - 29ab-10ac + 14
bc
Rpta. g = (4a - 3b + 2c) (7a - 2b - 6¢)

& f = 12x2 - 29xy + 15y2 + 24 x -
40y
Rpta. f = (4x - 3y + 8) (3x - 5y)

©®)g = 20x*+ 9x3- 20x2 + 21 x - 6
Rpta. g = (4x2 - 3x + 2) (5x%2 + 6x - 3)

@ f =20x* + 7x3 - 29x2 + 23 x - 21
Rpta. f = (5x2 - 2x + 3) (4x2 + 3x - 7)

@) g=6x*-35x3+62x2-35x+6
Rpta.g=(3x-1) (x-3) (2x - 1) (x- 2)

Q) f =20 x* + 7x3" - 19 x2" + 19x"
- 15

Rpta. f = (5x2" - 2x" + 3) (4x?" + 3x" -
5)

g = 120x%" - 242x30 + 27x2" +
+ 135 x" - 54

Rpta. g=(3x"-2) (4x"+3)(5x" - 3)
(2x" - 3)
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FACTORIZACION POR DIVISORES
BINOMIOS

Este método se basa en el criterio
del teorema del resto:

i) Si: P (x) es divisible entre (x -
a) entonces P(a) = 0

i) Si: P(x) es divisible entre (x +
b) entonces P (-b)= 0

Observando en forma inversa

i) Si: p (a)= 0; entonces un
factor es (x -a)
i) Si: p(-b) = 0; entonces un

factores (x + b)

CASO DE POLINOMIOS MONICOS l

El polinomio modnico se caracteriza
porque el coeficiente de su maxima
potencia es igual a la unidad.

1. Se hallan todos los divisores del
término independiente del
polinomio P(x) a factorizar; los
divisores se consideran con el
signo mas y menos.

2. Cada divisor con signo (+) o
signo (-) se evalta en P(x), si
alguna de las evaluaciones vale
cero, hemos encontrado un factor
lineal.

3. Se recomienda encontrar una
cantidad de ceros igual al grado
del polinomio P(x) menos dos.

4. Los demas factores se
encuentran aplicando la regla de
Ruffini.

Ejemplo # 1
Factorizar :

f(x) = x*-2x3 - 16 x> + 2x + 15

Solucion:

Notese que el polinomio es de cuarto
grado, entonces:

1. La cantidad de ceros a

encontrar por evaluacion es: 40 - 20
=2

2. Los divisores del término
independiente “15” son + (1, 3, 5,
15)

3. Evaluando:

a) f(1)=1-2-16+2+15=0

entonces, un factores: (x - 1)

b) f (-1) = (-1)* -2(-1)3 - 16 (-

1)2+ 2 (-1) + 15

f (-1) = 0; entonces, otro factor
lineal es: (x + 1)

4. Por la regla de Ruffini:

L2_ - " 1 2 -16 + 2 + 15
| 1 - 1-17 - 15
Lio 11715 b

» v - -1 -1 + 2 + 15
1 +2- 15 o

SP(X)=(x-1)(x+ 1) (x2-2x -
15)

El factor cuadratico es mas facil de
factorizar, obteniéndose:
P(xX)=(x-1)(x+1)(x-5) (x +
3)

CASO DE POLINOMIOS NO MONICOS l

Sea, P(x) el polinomio a factorizar:
10 Se hallan los divisores
correspondientes al término
independiente de P (x) y los
divisores correspondientes al

coeficiente de la maxima potencia.
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20  Los divisores a evaluar son los
divisores del término independiente
mas las fracciones que se obtienen
al dividir los divisores del término
independiente entre los divisores del
coeficiente de la maxima potencia.

Ejemplo: Factorizar:
f (x)=6x>+13x%-29 x3-43 x2-x + 6

Solucidon

Como el polinomio es de grado 5 a
lo mas debemos encontrar “3”
ceros.

Los divisores del primer coeficiente y
del término independiente son:

f ()2 = 6x°> + 13x* - 29x3 - 4i3x2 -
X+

+(1, 2, 3, 6) +(1, 2, 3, 6)

. los divisores a evaluar son:

11 1 3 2
+(1,2,3,6, =, =, =, =, =
( 4 4 4 4 2 4 3 4 6 4 2 4 3)

Evaluando:
1) f(-1) =6 (-1)> + 13(-1)* -29 (-1)3
-43 (-1)°-(-1)+ 6
f(-1) =0 > Unfactores: (x+ 1)

2) f(—%) -6 (—%)5+ 13 (—%)4— 29

1

1 1
(_5)3_43(_5)2_(_5)4'6
1, : 1
f(_E)_0—>otrofactores. (x+§)
N P =6()F+13(1)-29(0)

'43(5)2'(5)"'6

f(%) = 0 — otro factor es (x - %)

6
X =-1 l

Aplicando Ruffini, se tendria:

A
+13 -29 -43 -1 +6

- 7+36 +7|-6

N -7 +6/ 0
X=-= B} B}
5 l -3 - 2419 |-6
. 6 + 4 -38+12[ 0
=3 l + 24 2]-12

6 + 6-36 0

. _ 1 1
X)) =x+1) (x+§) (x g)

(6x2 + 6 x — 36)
Simplificando y factorizando el
término cuadratico, se obtiene:
f(x)=(x+1) (2x+1) (3x-1)

(x+ 3) (x-2)

EJERCICIOS .

Factorizar:
01.
F(x)=x3-6x2+11x-6
02.
G (X) = x*-10x3 + 35x2 - 50 x + 24
03.
F(x)=72 x*-90 x3 -5 x2 +40 x - 12
04.
G (X)=x° -x%-13 x3 +13x? +36x -36
05.
F(X)=6 x>+ 7x% - 15 x3 - 5x?

+9x-2
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FACTORIZACION DE
EXPRESIONES RECIPROCAS

Las expresiones reciprocas se
caracterizan por que los términos de
los términos equidistantes de los
extremos son iguales. Debemos
tener en cuenta lo siguiente:

1.Si la expresién es reciproca de
grado impar, uno de sus factores es
(x + 1) y este factor estara
multiplicado por una expresion
reciproca de grado par.

2. Si la expresidon es reciproca de
grado par los coeficientes
equidistantes de los extremos son
iguales y el dltimo término es
positivo.

Ejm: P(x)= ax* £ bx3 £ cx? £+ bx + a

FORMA DE FACTORIZAR l

1. Se factoriza la variable que se
encuentra elevado a un exponente
igual a la mitad del grado de la
expresion dada.

2. Se agrupan los términos
equidistantes de los extremos
quedando en cada grupo un término
en “Xx” y su reciproco.

3. Se reemplaza el grupo de
menor potencia por una letra
diferente de “x” y las otras potencias
se encuentran en funcion de esta
letra.

Ejemplo: factorizar
F(x) =6x*+35x3+62x%>+ 35x
+ 6

Solucidén
Dado que el grado de F(x) es 4,
factorizamos: "x2"”; obteniendo:

F (x) = x2 [6 x2+35 x + 62 + 375+
6
—]
2
Agrupando los términos
equidistantes de los extremos:

FO)=x2[6 (% + = ) +35 (x + -) +62]
x2 X

. 1
Haciendo : x + — =a=x?+ — =a2-2

X X
Con lo cual:
F(x) =x2[6(a%2-2)+ 35(a) + 62

]
F(x)=x?[6a%? +35a+ 50]
Por aspa:

3a><:10—>20a
2a 5> 15a
35 a

F(x)=x2[3a+10][2a+ 5]

Como: x + L = a; se tendria:
X

F(x) = x2 [3 (x + %)+10] [2 (x+%)+5]
F(X) =(3x2+10x+3)(2x2+5x+ 2)

Nuevamente por aspa simple:
F(X)=CBx+1)(x+3)(2x+1)(x+ 2)

EJERCICIOS l

Factorizar:
01.F(X) =4x*-12x3+17x*-12x+ 4

02. G(x) =x°- 3x> + 6x*- 7x3 + 6x>- 3x + 1

03.F(x) = 8x% - 36 x°> + 78 x* — 99 x3
+ 78 x>-36x+ 8

04.G(x) =6x*+5x3+8x>+5x+ 6

05.F(x) =27 x5 -54 x>+ 117 x* -
-116 x3 + 117x2 - 54 x + 27

06.G(X) =3x*+5x3-4x2-5x+ 3

07.F(x) = 12x> -8 x* — 45 x3 + 45 x?
+8x-12

http://www.academiaauge.com

CUESTIONARIO DESARROLLADO




ACADEMIA AUGE

ALGEBRA

MAXIMO COMUN DIVISOR (MCD)
MiNIMO COMUN MULTIPLO (MCM)

MCD.- El maximo comun divisor de
dos o mas expresiones algebraicas
es otra expresidon algebraica entera
de mayor coeficiente numérico vy
mayor grado que divide
exactamente a cada una de ellas.

Ejemplo: Hallar el MCD de 36 y 24

Solucion
\Divisores de 39 \Divisores de 24J

12346121836 1 2346812 24

MCD =12

- MCD (36, 24) = 12

MCM.- De dos o mas expresiones
Algebraicas es otra expresion
algebraica entera de menor

coeficiente numérico y de menor
grado que es divisible exactamente
entre cada una de las expresiones
dada.

Ejemplo

Multiplos de 5:

5 10 15 20 25 30 60 120

Multiplos de 6:

6 12 18 24 30 60 120
MCM (5, 6) = 30

PROPIEDADES '

1. Si dos o mas expresiones son
primos entre si, es MCD es la
unidad y su MCM el producto de
ellas.

2. Dada dos expresiones algebraicas
Ay B, su M.C.D. por su M.C.M. es
igual al producto de A por B.

M.C.D. (A, B) x M.C.M. (A, B) = Ax B

M.C.D. y M.C.M. POR
FACTORIZACION

Para determinar el M.C.D. 6 M.C.M.
de dos o mas expresiones
algebraicas se aplican las
siguientes reglas:

1. Se descomponen en sus
factores primos cada una de las
expresiones dadas.

2. El M.C.D esta determinado por
el producto de los factores
comunes con sSus menores
exponentes.

3. ElI M.C.M. esta determinado por
el producto de los factores
comunes y no comunes con sus
mayores exponentes.

Ejemplo: Hallar el M.C.D. y M.C.M.

para las siguientes expresiones
algebraicas:

A= (x*-y?)?;B=xt-y% C=(x*+
y?)?

Solucién

Factorizando cada una de |las
expresiones algebraicas
A= (x+Yy)?(x-y)?
B=(+y)(x+y)(x-y)
C=(x*+y?)?

M.C.D.=1
w I M.C.M = (X2 + y2)2 (x + y)? (x -
y)?

EJERCICIOS l

01. Hallar el M.C.D. de |los
polinomios
A=x-3x3-10x2+7x-1
B=x-8x3+17x2-8x+1
C=x3-6x2+6x-1

Rpta. M.C.D. = x2-5X + 1

02. Hallar el M.C.M. de:
A=x3+5x>+8x+4
B=x3+3x*-4
C=x3+6x2+12x+ 8
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Rpta.
M.CM.=(x+23(x+1)(x-1

FRACCIONES ALGEBRAICAS l

Las fracciones algebraicas, son todas
aquellas donde por lo menos hay
una letra en el denominador.
1 X+Yy

C
X+Yy ) 2 2

Ejemplo: a) % b)

X~ +Yy

Signos de una fraccion.- son tres,
el signo del numerador, el signo del
denominador, el signo de la fraccidn
propiamente dicha. Asi tenemos:

j a_,+ra_,—=&__-a__=+a
b +b —b +b —b
Ly —a — +a —a
II) —_—=— =+ =+
b —b .—b +b

CLASES DE FRACCIONES l

A . Fracciones propias.- Se llama
asi cuando el grado del numerador
es menor que el grado del

denominador (N° < D©°). Ejemplos:

b) x2—x+2

x7 +X+3

a) X+ 2

x3 —x+1

B. Fracciones impropias.- En
este caso el grado del numerador es
mayor que el grado del denominador
(N° > D9). Ejemplos:

2
N XS -x+2
a) X3 +x+1 b) x-3
C. Fracciones homogéneas.-

Son aquellas fracciones que tienen
iguales denominadores.

Ejemplos:
2 —X 2x — 3
a) ; R
x2+l x2+1 x2 +1

2.

SIMPLIFICACION DE

FRACCIONES

1. Cuando se trata de una sola
fraccion, se factorizan los miembros
de la fraccion y se cancelan los
factores comunes.

Ejm: Simplificar

F= a’?-b> o _ (a+b)@-b)
a+b (a+b)
. F= a-b

Cuando es una suma o resta de
fracciones; primero se simplifican las
fracciones y Iluego hallamos el
M.C.M. Se efectiian las operaciones
indicadas y se simplifica la fraccién
obtenida.

En multiplicacion de fracciones se
factorizan los miembros de las
fracciones y luego se multiplican
entre si.

Para el caso de division de
fracciones, se invierte la fraccion
gue actua como divisor y se procede
como en el caso de la multiplicacion.

Ejemplo # 1:
Simplificar la fraccion:
x+2+2
X—2
X+2_2
X—-2
Solucion:
Observamos que el M.C.M. es (x -
2) con lo cual la expresidon quedaria
de la siguiente forma:
_ X+2+2x—4
T X+2-2x+4
Simplificando:
E = 3x —2
— X + 6

E=

Rpta.
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EJERCICIOS l

01.Si: g Y _ %; calcular

b
E = ax+by+cz_x2+y2+z2
a2 +b2 +c2 ax + by +cz
Rpta. E=0

02.Simplificar:
(x +1)(x2 — 9)(x — 5) + 27
(X + 2)(x2 —16)(x — 6) + 48

E =

R . E= X*—2x—-6
pta xXZ —2x%x—20

03.Simplificar:
x3 + (2a + b)x2 + (a2 + 2ab)x + a’b
x3 + (a+ 2b)x2 + (b2 + 2ab)x + ab?

Rpta. E= x+a

X +b

04.Si:

a+ b+ c=0; calcular:

a9 +b9 +c9 -3a3 b3 c3
9abc

E:

Rpta. (b2 + bc + ¢2)3

05. Si el numerador vy el
denominador de la fraccion
reductible:

3x3 —2x2 —(@a+2)x—-6
3x3 - 5x2 —(a—1)x +b

Admite un divisor comun de la forma:
(x2 + mx - 6). Indicar su equivalente
irreductible.

3x +1

P2 52
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CANTIDADES INIAGINARINS
NUMEROS COMPLEIOS

CANTIDADES IMAGINARIAS l Vemos que las potencies de la unidad
imaginaria, se repiten en periodo de 4 en

Las cantidades imaginarias se originan al 4 y cuyos valores son {i; -1; -i; 1}

extraer raices indicadas de indice par a

ndmeros negativos. POTENCIAS POSITIVAS DE
] LA UNIDAD IMAGINARIA

Eim: /-16; 4/~25; 2n/-N

4

Son cantidades imaginarias. Siendo; 4K: multiplo de cuatro vemos que:

Unidad Imaginaria.- Estd a) i*=1
representada por la letra i, el cual b) i*k+1 =j4% i = |
matematicamente nos representa a c) i*k+2 =i, j2=-1
-1, es decir: d) i*k+3 =4k 3= -
i =.-1; talquei?=-1 Regla.- La unidad imaginaria elevado a

un exponente multiplo de cuatro; su

Nota.- Si queremos efectuar: resultado es igual a la unidad.

E= -3 . ./~12, debemos hacerlo con

bastante cuidado. Es decir:: POTENCIAS NEGATIVAS DE
E=.3. J1.J12 J-1 i LA UNIDAD IMAGINARIA

E = \/g i \/ﬁi
E= .36 2 Siendo; 4k: multiplo de cuatro se observa

Como: /36 =6 A i2= -1, se tendria

_IE’ Rpta. a)it=1

by i-@k-1 =j-4k j= |j
C) i—(4k—2)=i—4k.i2=_
POTENCIAS DE LA UNIDAD d) iT@ER =it P =i
IMAGINARIA
Regla.- Cuando "“i” esta elevada a una
Dado que: i= /-1 potencia negativa, si el exponente es multiplo
i2=-1 de cuatro, el resultado es igual a la unidad.
BP=i2.i=-] Es importante recordar lo siguiente:
“=i2.iP=1
i° =i Desde que: 4k = multiplo de 4
i6=-1
i7 = - 1. (4k)" = 4k
2. 4k + 1) =4k + 1 ; (n = par o
8 = 1 impar)
3. (4k+2)"=4k ; (paran=2)
4. (4k +3)"=4k + 1 ; (paran=>2)
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EJERCICIOS RESUELTOS l

01. Hallar: 26

Solucioén:

Recordemos que un numero es multiplo
de cuatro, cuando sus dos Uultimas
cifras son ceros o forman un multiplo
de cuatro, es decir:

00, 04, 08, 12, 16, 20, 24, 28
32, 36, 40, 44, 48, 52, 56, 60
64, 68, 72, 76, 80, 84, 88, 92

96.
De donde:
li*=i*2=i2=-1| (Rpta.)

02. Determinar : §26423°

Considerando las dos ultimas cifra,
vemos que:

i264239=i39 — i36+3 =i3='i

03. Calcular: E = j 793

Solucion:

Observando solo las dos ultimas
cifras:

{793 = j-93 = j-96 + 3 =ji3= -]

04. Hallar : E = j2937722649

Considerando solo las dos ultimas cifras
E — i—49 =i—52+3 — i3 — H

= -
05. Simplificar
93 ;75 ;63 49

72 ;93
Solucioén:
Efectuando las potencies indicadas
3,53
3

R:

REa +i

E
1+

De donde:

06. Hallar el valor simplificado de:
29
25
23
E-jll
Solucion:
En este tipo de problemas se

trabaja con las dos primeras
potencias.
2123 . 21= 4k +1
E=i ; donde: {23:#Impar
Con lo cual:
E = @k+nIMPAr 4k
E=i Rpta.
61
-983845
07. Calcular:S =i
Solucion
Trabajando con los dos primeros
exponentes:
38 98=4k +2
E_i98°°. : {
i ; donde 38 # par
De donde:
g = j(@k+2)Par _ a4k
S=1 Rpta.

08. Determinar el valor de Ila
sumatoria
S=i2+2i*+ 3+ 48+ ........ .+
+(2n-1)i%-242ni
Solucion:

Se observa que hay “2n” términos,
la cual estd senalada por los
coeficientes. Determinando las
potencias de “i"”:

S= (-1)+ 2(1)+ 3(-1) + 4(1) + ... +
+ (2 n-1)(-1) + (2n) (1)

Agrupando de “2” en “2”, donde cada
grupo vale 1; se tiene:

n veces

Rpta.
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EJERCICIOS PROPUESTOS l NUMEROS COMPLEJOS l

Los numeros complejos son expresiones

01. Calcular el valor de: matematicas formadas por una parte real
. 1219 y una parte imaginaria. El complejo se
, 13 * representa por:
i
“ } } | Z=a+b
E= Donde i; es la unidad de los numeros
Rpta. 1 imaginarios y se tiene que:
02. Hallar el valor de: Parte real : Re {Z} =a
999 ;888 ;777 Parte imaginaria : Im {Z} =D
S= Rpta. i
666 {555 444

Esto nos indica que el complejo Z esta
formado por “a” unidades reales y “b”
unidades imaginarias.

Con respecto al nUmero complejo.

03. El valor de:
2+ 3i*+ 5 + 78 +...+(2n-1)i?"

es: ERpta. [Z=a+bi]

a)Si; a=20 - Z bi (# imaginario puro)
b)Si; b= 0 - Z a (# real)

04. El valor de: c)Si; a=0Ab=0- Z =0 (Complejo nulo)
E=i -6349 + i -2715 _ i—1693

es : Rpta. -

CLASES DE COMPLEJOS
05. Calcular el valor de: A. Complejos conjugados.- Dos
7932 _j-217 _-964 numeros complejos son conjugados

R =

-j™522 _;-261 _;-393 cuando tienen igual parte real y en la

es : Rpta. 0,5 parte imaginaria solo se diferencian en

el signo.

Asi tenemos; El complejo de:
a)Zi= 7-2i es: Zx= 7+ 2i
2 53 277109 : .
R={i2+i2 127 e, +i2 } b)Zi=-5-31 es: Zy=-5+3i
c)Zi= 8- .3i es: Zx= 8+ 3

06. Calcular el valor de:

En general, el complejo de:

07. Hallar el valor de:
63
142

Zi=a+bi es: Zx=a-bi

23
E—ij 26

a. Complejo Iguales.- Dos numeros

es: Rpta. 1 complejos son iguales, si tienen igual
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parte real e igual parte imaginaria. Es 02. Cudles el valorde: b ¢+ c “" si

decir: los complejos:
. - Zi=(b-3)-(c+2)i
Zi=a+bi esiguala Z=c+d v
= a=¢ A b =4d Z,=6-(b-1)]
B.Complejos Nulos.- Son aquellos Son opuestos
nameros complejos que tienen parte
real nula y parte imaginaria nula, es Solucion: _
decir: Como Ios_numerps comple_Jos son opuestos,
estos se diferencian en el signo, tanto para la
Z=a+bi=0=a=0Arb=0 parte real, como para la parte imaginaria, es
decir:
C. Complejos opuestos.- Son
aquellos numeros complejos que se ab-3=-6 > bH-3
diferencian solo en los signos, tanto b)-(c+2)=b-1- -c-2=-3-1
para la parte real, como para la parte c =2
imaginaria, es decir: Lbe+ P =(-3)2+ (2 =17
Zi=a+bi esopuestoa Z;=c+di b¢+c"®=17] Rpta.

& a=-¢c A b =-d 03. Calcular (a + b), si
a-bi =(2-3i)2

Solucion
EJERCICIOS RESUELTOS l Desarrollando el segundo miembro de la

igualdad por productos notables.
a-bi=4-12i+9i?
dado que: i’ = -1 ; entonces:

01. Silos complejos:
Zi=a+2 yZ:=(2a-1)+ (3b + 2) i

Son conjugados. Hallar el valor de a_-5
(@ + b?) a-bi=-5-12] = {
. b= 12
Solucion . _ _
Dado que son complejos conjugados; sus ~(atb)=-5+12=7 Rpta.

partes reales son iguales, es decir:
a=2a-1 [ a=1

De otro lado, sus partes imaginarias, solo . REPRESENTACION GRAFICA DE
se diferencian en el signo: LOS NUMEROS COMPLEJOS
2=-3b+2) > 4=-3b
_ 4 Forma Geométrica o Cartesiana.- Todo
3 numero complejo de la forma:
reemplazando en : Z = a + bi se puede representan en el plano

cartesiano. Debe tenerse en cuenta que:

_ . Re(z)=a
Z=a+hi :{Im(z):b

E=a2+ b5 E=(1)+ (_g)2

E= " Rpta. D
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Esto quiere decir que en el eje de las
abscisas, tenemos: “a” unidades reales y
en el eje de las ordenadas, tenemos “b”
unidades imaginarias.

En efecto; la grafica de:

[Z=a+bi]; es:

y (Im)
4
b a (a, b) afijo del
______ ! compleio
i o i
- 1 a‘ » X (Re)

COORDENADAS CARTESIANAS

Coana
Afijo de un complejo.- Es un punto del
plano complejo, el cual estd determinado
por un par ordenado (a, b)
a = Re (z) : nos representa la parte real
b = Im (z) : nos representa la parte

imaginaria
Ejemplos:
# Complejo Afijo del # complejo
Z1=3+5i (3; 5)
Z>=-2-2i (-2; -2)
Z3=-6+8i (-6; 8)
Z4a =7 - 4J2i (7; - J2)

Forma Polar.- Este sistema determina el
afijo de un nimero complejo mediante dos
coordenadas polares, wuna de |las
coordenadas es el radio vector “r” que es la
distancia del afijo (r, 0) al polo y la otra
coordenada es el argumento “6”, llamado
también angulo polar, que esta determinado
por el eje polar y el radio vector, como
muestra la grafica adjunta.

(r, 0) afijo

pOIO r —

~_ 4o

0

Radio vector

[

Eje polar

COORDENADAS POLARES

RELACION ENTRE LAS

COORDENADAS CARTESIANAS Y
LAS COORDENADAS POLARES

Haciendo coincidir el polo del eje polar con el
origen de coordenadas, obtenemos la grafica
del complejo.
Z =a + bi

Z=rlo

(En la forma cartesiana)

(En la forma polar)
G

1
|
1
|
1
0 a A
PLANO GAUSSIANO

Para hacer las transformaciones
coordenadas, consideramos:
I.- Transformacién de la forma cartesiana a la
forma polar.
Dato: Z=a+bi
Incog: Z=r |0 =r(cos6 +isen o)
En el plano Gaussiano por Pitagoras:
Y en el AR 0AB, observamos que:

entre

P =az+b? - r= +/a?+b?
r=|z| esel mddulo del # complejo

asimismo:

Tgo = g — 0 = arc tgg; -1800< 6 < 1809

0 : es el argumento del # complejo.

II. Transformacién de la forma polar a la
forma cartesiana

Dato:Z=r |6 =rcos® +iseno
Incog: Z=a+bi
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Con referencia al plano Gaussiano Vemos que:
2 2
a” es la proyeccion de “r” sobre el eje r= (_ “Ej + [_1) =1

de las abscisas: \ 2 2

a=rcosbo
“b” es la proyeccidon de “r” sobre el eje Asimismo:
de las ordenadas 3 o . B 312

b =rseno 0 = 270° - a ; donde o = arctg 17

Ejemplo # 1: Representar el complejo
Z = -1+ ienlaforma polar

Solucion:
Representando z = -1 + i en el plano
complejo:

y (Im)
A

)L
N
» X (Re)

-1

(-1v1)

Vemos que:
= 1% +(1)? =2
0 = 1800 - o ; donde tga = %=1

a = 450
0 = 1809 - 450 = 1350
Con lo cual :

z=-1+4+i=.2 [1350 Rpta.

Ejemplo. # 2.
complejo

Z__«T

= '5 en la forma polar.

Represente el numero

Solucioén:

£ '5 en el plano
complejo, con la flnalldad de ubicar la

posicién del argumento.
y (Im)

A
,@é 0

Graficando Z =

» X (Re)

| 0
I
|
| (03

N[~

a = 60°

6 = 2700 - 600 = 2100
_ 8 ;1 > = 12100 Rpta

Ejemplo # 3. Exprese en la forma cartesiana
el nimero complejo
Z= 2 [120°

Solucion:

Teniendo en cuenta que:
Z=r|lO=rcosO+irseno
Se tendria:

Z =2c0s 1200 + i 2 sen 120°
Reduciendo al primer cuadrante
Z = -2 cos 60° + i 2 sen 60°

z=-2@+ i 2 (fj
Z=-1+i-3
z=21200 =-1+i /3

712 EJERCICIOS PROPUESTOS l

A) Representar en la forma polar los
siguientes numeros complejos:

Rpta.

a)z=;—if Rpta: z = 1 | 3000
byz=1-i Rpta: z =-/2 [ - 450
c)z=-1+1i3 Rpta: z=2 [1200
d)z=-5.3 -i5 Rpta: z = 102100
e)z=3.2-i3./2 Rpta: z=6 |315°
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B) Representar en la forma cartesiana
los siguientes nimeros complejos:

a) z=10[-60° Rpta.z= 5-i5+3
b)z=6 [-135° Rpta.z= -3.2 -i3 2

c)z=2 |120° Rpta.z= -1 +i -3

d) z= 50 | 315° Rpta.z = -25./2-i 25 /2
e)z=12|-120° Rpta.z= -6 -i6-/3

OTRAS FORMAS DE REPRESENTACION

DE UN NUMERO COMPLETO

El nimero complejo z = a + bi se puede
representar en las siguientes formas:
1. Forma Cartesiana
Z=a+bi
2. Forma trigonométrica
Z=rcosf+irseno
3. Forma polar
Z=r|6_=r (cos6+isen o)
4. Forma exponencial
Z=re'® =r(cos®+isenb)
5. Forma sintética
Z=r Cis(0) =r(cos0+iseno)

Considerar que para todas las formas:

r=+a +b% = | Z|:médulo del complejo

0 =arctg E: Argumento del complejo.
a

-180° < 0 <180°

OPERACIONES CON NUMEROS

COMPLEJOS

1. SUMA ALGEBRAICA.- Para sumar o
restar complejos, se suman o restan
las partes reales y las partes
imaginarias entre si. En efecto:

Si; Zi=a+bi y Zx=c+di

Entonces:
a) Zr+Zx2=a+bi+c+di
Zi+Zx=(a+c)+(b+d)i

b) Z1-Zz=a+bi -(c+di)
Zi-Zy=(a-c)+(b-d)i

MULTIPLICACION DE COMPLEJOS.
a) En la forma cartesiana se

procede como si fuera el producto de

dos binomios; es decir:

Si;Zi=a+bi y Zx=c+di

=>ZiZx=(a@a+bi)(c+di)
ZiZ>=(ac-bd)+ (ad + bc) i

b) En la forma polar; primero se
hace la transformacion de la forma
cartesiana a polar; es decir, dados:

i) Zi=a+bi=ri|6:1 ,donde

ri =/a’+b® A 01 = arc tg g
ii) Zz=c+di=r2002 , donde

r2=«/c2+d2 A 02 = arctg g

vemos que :

Z1 2722 =(n &) (r2102) =rirz2 |01+ 62

Observaciones:

1. El mdédulo del producto es igual al
producto de los modulos de los
factores:

2. El argumento del producto es
igual a la suma de los argumentos

de los factores.

. DIVISION DE COMPLEJOS.-

a) En la forma cartesiana; para
dividir dos complejos, se
multiplica y divide por la
conjugada del divisor. Es decir:

Dados; Zi=a+bi vy Zz=c+di
Se tiene:

Zy (a+bi) (c-di) (ac+bd)+(bc-ad)i
22_(C+dJ [C‘dJ - c? +d?
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En una divisidon de complejos, se debe z" = (r |6_) n =" |neo
n n nta lo siguiente:

tener en cuenta lo siguiente Z" = ("[cosno +isenno]

. _a+bi, , .a b

i) Z= _:esun numero real, si;: — ==

c+di c d
OBSERVACIONES

. _a+bi, . S . a b ; ) .

i) Z = o di’ €S Imaginario puro, si: I 1. El modulo de la potencia es igual al
modulo de la base a la potencia
deseada.

b) En la forma polar.- Primero se 2. El argumento de la potencia es igual

hace la transformacién de al argumento de la base por el

. . Xponen / ncia.
cartesiano a polar; es decir: exponente de la potencia

Zi=a+bi =ri| 01 5. RADICACION DE UN COMPLEJO.-
Zx=c+di =r2]62 Para extraer la raiz de un complejo se

utiliza la formula de DE MOIVRE.
Entonces:
zy_nle _nlo-60

z2 nloh n

Dado : Z = a + bi = r |6, se tiene para
la raiz n-ésima

OBSERVACIONES

1. El mddulo del cociente, es igual al
cociente de los moddulos del

dividendo y divisor cuya expresion genérica es:

2. El argumento del cociente, es igual nfz=n./r [COS(9+3600kj+i Sen[9+3600k”
a la diferencia del argumento del n
dividendo y divisor.

4. POTENCIACION DE UN donde: k=0,1,2,3 .......... ,(n-1)
COMPLEJO.- Para el caso de la
potencia de un complejo se puede
utilizar el binomio de Newton o la A
férmula de DE MOIVRE, la cual o |

veremos a continuacion: f\ 1 = Cos 0° +isen o
-1 1 ~

] 180° 0 , ~ 1=Cos90° +isen90°
Dado; z = a + b i; al transformar a L = Cos 180° + i sen 180°
polar se obtiene:
i

-i = Cos 270° + i sen 270°

Tener en cuenta:

z=r[6_
Donder = |z| = +/a? +b2 “Médulo”

6 = arctg g; -180° <6 < 180° (arg.)
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RAICES CUBICAS DE LA UNIDAD l

Resolver: x3:1
Solucion
Como; 1 = Cos 0° + i Sen 0, entonces

= 3/1 = (Cos 0° +iSen 00 ) 1/3

Por De Moivre; se tiene:

X= 3/1=

(0°+360°k] . (0°+360°kj
Cos - +isen - —

Donde:k=0,1, 2
Parak =0

X1 = Cos 0° + i sen 0° —

Parak =1 - x2 = cos 120° + i sen 120°

X2 = - cos 609 + i sen 609

X2 = —1+i§

2 2

Para k = 2 —» x3= cos 240° + i sen 2400°

X3= - cos 60° + i sen 60°

X3 = —l-iE
2 2

PROPIEDADES DE LA RAICES CUBICAS

DE LA UNIDAD

1. Una de las raices complejas de la raiz
cubica de la unidad es el cuadrado de

la otra.

2. La suma de las tres raices cubicas de

la unidad es igual a cero

3. El producto de las raices compleja de

la raiz cubica de la unidad es igual a 1

En conclusion:

1+w+w2=0

3+ Prop. a)

V1= w2—> b)w.w2=w3=1
w c)ws3k =1
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TEQRIA DE EGUAGIONES

DEEINICIONES BASICAS l

Igualdad.- Es la relacién que nos indica
que dos expresiones tienen el mismo
valor en un cierto orden de ideas.

Ejm.: Si A y B tienen el mismo valor,
entonces decimos que:

A: Primer miembro

donde: de la igualdad
B: Segundo Miembro
de la igualdad

LASES DE IGUALDADES

A.- Igualdad Absoluta:

Formalmente son identidades que se
verifican para cualquier valor numérico
de sus letras, en la cual estan definidos.
Ejemplo:

a) (x+2)P=x>+6x>+12x+8

b) (x+a)(x-a)=x2-2a2

) (x+y)Y+(x-y)y?=2(x+y?)

B.- Igualdad relativa o ecuacion
Se llaman también igualdades
condicionales y se verifican para
algunos valores de sus variables.

Ejemplos:

a) 3x- 2 = x+2; se verifica para x = 2

b) x3-6x2+ 11 x - 6 = 0; se verifica para:
x=1v x=2 v x=3

c) x2-1=0; severificaparax =1

d) x*- 16 = 0; se verifica para x = -2

e) x°>+ 1 = 0; se verifica parax = -1

f) X7 + x6-2 = 0; se verifica parax = 1

g) «/X—-2++x+3 =5; se verifica para
X = 6.

CLASIFICACION DE LAS

ECUACIONES

Existen varias formas de clasificar a una
ecuacion:

A) Atendiendo al grado.- Las
ecuaciones pueden ser, de primer
grado, de segundo grado, de tercer
grado, etc. Ejemplos:

A)5X+3=0 eeviireeriinnns (10)
b) 3x2 = 11 X- 5= 0 wuve....... (20)
)X =-X=-2=0 coceererennnn (39)

B) Por el numero de incognitas, las
ecuaciones pueden ser, de una
incognita, de dos incognitas, de tres
incognitas, etc. Ejemplos:

a) De una incégnita:
54 -x>+3=0
b) De dos incdgnitas
3X=-5y =-2 i (1)
AX = 3Y = 7 i (2)

C) Atendiendo a sus coeficientes,
las ecuaciones pueden ser
numeéricas o literales. Ejemplos:

a) Numérica: 2x2-6x-7=0
b) Literal : ax*-bx3*+c=0

D) Atendiendo a su solucién, las
ecuaciones pueden ser compatibles
o incompatibles

a) Ecuaciones compatibles, son
aquellas que admiten soluciones
y a su vez pueden ser:

a.1) Compatibles determinadas.-

Estas ecuaciones presentan un

numero finito de soluciones.
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a.2) Compatibles Indeterminadas
Estas ecuaciones admiten infinitas
soluciones.

b) Incompatibles o absurdas.
Llamadas también incosistentes, se
caracterizan por que no tienen
solucién.

E) Atendiendo a su estructura
algebraica, las ecuaciones pueden
ser:

a) Ecuaciones polinomiales
2x* - x3+3x2-x-3 =0

b) Ecuaciones fraccionarias
2X 5

- =0
x2 -1 x4 13

c) Ecuaciones irracionales
Wx3-1- 2x-3 =0

d) Ecuaciones trascendentes
i) 2¥34+2x"4=12

i) Log, (x-2)-5x+3=0

ECUACIONES EQUIVALENTES.-

Son todas aquellas ecuaciones que
presentan las mismas soluciones.

Ejemplo:

La ecuacidén: 5x -3 =2x+6
Es equivalente a:

La ecuacién: x + 2 =15

Ya que la solucién comun es:

ECUACIONES PARCIALMENTE
EQUIVALENTES

Son aquellas ecuaciones que por lo
menos presentan una solucién comun.
Ejemplo:

La ecuacién : x> -5x+6 =0

Es parcialmente equivalente con la
ecuacion +/x-2 =0; ya que se verifica para
X=2.

PRINCIPIOS FUNDAMENTALES

EN TRANSFORMACION DE
ECUACIONES

I. Si a los dos miembros de una ecuacion,
se suma o resta una misma expresion
entera, o en forma particular un nimero,
la ecuacion resultante es equivalente a la
ecuacion propuesta. Es decir:

SEA=B=A+tm=B+tm

I1. Si a los dos miembros de una ecuacion
se multiplica o divide por una expresion
algebraica independiente de cualquier
variable (diferente de cero y/o diferente
de infinito) Se obtiene wuna nueva
ecuacién equivalente a la ecuacion
propuesta. Es decir:

Si:A=B=

Mm=0A M= o

III. Si a los dos miembros de una
ecuacion se potencian o se extraen
radicales de un mismo grado, la ecuacién
resultante es parcialmente equivalente a
la ecuacién propuesta.

SOLUCION DE UNA ECUACION l

Dada la ecuacién P(x) = 0, la solucion de
la ecuacion es el valor que toma la
incognita, de forma que al remplazar este
valor en la ecuacidn, esta se transforma
en una igualdad numérica verdadera.

Ejemplo: La ecuacién:
2x? - 5x =7x-10
es verdadera para x = 5, ya que:
2(5)2-5(5)=7(5)-10

es solucidon de la ecuacion.
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(86 j| CONJUNTO SOLUCION DE UNA
ECUACION

El conjunto solucion (C.S.) de una
ecuacion es el conjunto que estd
formado por la reunion de todas las
soluciones.
Ejemplo # 1.- Las soluciones de la
ecuacién:

x-3) (x+4)(x-1)=0, son:
x=3;Xx=-4; x=1

Por consiguiente el conjunto solucion es
CS.={-4,1, 3}

Ejemplo # 2.- El conjunto solucidon de la
ecuacion : (x-2)3(x+1)>=0

es: C.S. = { 2, -1,}, el cual se obtiene
cuando cada factor se iguala a cero. No
olvidar que la ecuacién propuesta tiene
por raices: 2, 2, 2, -1, -1.

Observacion :
[A.B=0=oA=0vB=0]

ECUACION POLINOMIAL CON

UNA INCOGNITA

Es aquella ecuacién cuya forma canodnica
0 general adopta la forma:
P(X) =ao X"+ arx" 1+ a;x"2 ...

.t @ni1xXx+an=0
Esta ecuacién es de grado “n” si y solo
Si: a, # 0 de otro lado a,, ai, az ..... , an
son coeficientes de la ecuacién de grado
“n”.
Raiz de un Polinomio P(x).- Es el
valor que al ser reemplazado en P(x),
este toma el valor cero.
Ejemplo:
Dado el polinomio: P(x)= x3 + 1 una de
sus raices es
Yaque:P(-1) =(-1)*+1=0
Observacion: Toda  ecuacion

polinomial de grado “n” tiene “n”
raices

TEOREMA DEL FACTOR.- Si un
polinomio P(x) se anula para x = a,
entonces (x - a) es un factor de P(x) y

por consiguiente “a” es una raiz de dicho

polinomio.
Dicho de otra forma:
Dado P(x) = 0, tal que P(a) = 0 entonces

(x = a) es un factor de P(x).
Se cumple que|P (x) = (x —a) Q (x)

EJERCICIOS PROPUESTOS l

1. Cuantas raices tienen las siguientes
ecuaciones:

a) Px)=x>-x+2=0
Rpta. 5 raices.

b) P(x) =(x+ 3)(x-2)(x-4)+x°
Rpta. 6 raices

c) P(X)=(x-43(x+6)2(x-73+1=0
Rpta. 8 raices

2. Hallar el conjunto soluciéon en las
siguientes ecuaciones:

a) PX)=(x-3)(x+2)(x-3)(x+2)=0
Rpta.C.S. ={-2,3}

b) P(xX) =(x+1)3(x-2)2(x+6)3 =0
Rpta.C.S. ={-1: 2; -6}

c) PX)=(x+1) (x+2)(x+ 3)..(x+n)
Rpta. C.S. = { -1; -2; -3; ...... ;-n}

3. Determinar las raices de las
siguientes ecuaciones: P(x) = 0
a) PX)=(x-1)(x+2)(x-3)(x-5)
Rpta. x1 =1; x2 =-2; x3 = 3; x4 =5
b) P(x) =(x-1)3(x+ 6)?(x-3)
Rpta. xi=1;x2=1;x3=1; x4 =-6
Xs = =-6; X6 =3
c) Px)=x3-1

Rpta- X1 = 1; X2 =—%\/§i X3 = —1—2\/5 i

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA.
La ecuacion polinomial.
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P(X) =aox"+ a1 X" + ... + @n-1 X+ an =
0

Con coeficiente a, # 0, y grado n > 1 con
cualquier tipo de coeficientes numéricos
tiene por lo menos una raiz ya sea real o
compleja.

Ejemplo # 1.- La ecuacion: P(x)= 0
P(x) = x* - 1; tiene una raiz igual a:

i= -1, ya que:
P)=i*-1=1-1=0

Ejemplo # 2.- La ecuacion: P(x)=0

P(x) = x? - 2; tiene una raiz igual a : -
\2, ya que :

P(-2)=(-2)7 -2=2-2=0

RELACIONES ENTRE LAS RAICES Y
COEFICIENTES DE UNA
ECUACION POLINOMIAL

(TEOREMA DE CARDANO VIETA)

Dada la ecuacion polinomial de grado
“n” y coeficiente principal diferente de
cero (ao = 0)
acxX"+arx"t+ax"?+...+a" =0
gue también puede ser representada
por:
ao [x"+ L xn-14 82 5n-24 80 g
ap ap ap

cuyas raices son {Xi, X2, X3 ......... Xn}
el cual nos representa la ecuacién
Ao(X = X1) (X =%2) (X =X%X3) ... (X=X%Xn)=0
cuyo desarrollo en productos notables
es:
Ao [X"—- (Xt + X2+ X3+ ...Xn) X" 1 +

+ (X1 X2 + X1 X3 + ...... Xn-1Xn) X "7 2 -

- (X1 X2 X3+ X1 X2 X4+ ...... Xn-2Xn -1

Xn) X734+ ... + (-1)" (X1 X2 X3

Al identificar los coeficientes, vemos las
relaciones correspondientes entre
coeficientes y raices, asi tenemos:

Ai.- Suma de raices

a
a

X1+ X2+ X3+ ... + Xn=-

[

A>.- Suma de los productos de las
raices tomadas de dos en dos o suma
de productos binarios.

a
X1 X2 + X1 X3 + X1 X4 +....+Xn-1 Xn = +—2
ad

[o]

As.- Suma de los productos de las
raices tomadas de tres en tres o suma
de productos ternarios.

a
X1 X2 X3+ X1 X2 X4 +....+Xn-1 Xn = i
a9

Asi sucesivamente:

Ans.- Producto de todas las raices.

a
X1 X2 X3 ceoees Xn-1 Xn = (-1)0 10
3o

8.10 EJERCICIOS RESUELTOS l

Ejercicio #1.- Dada la ecuacion
5x*-3x3+2x-3=0

Hallar la suma de sus raices y su producto
correspondiente.

Solucion:

Teniendo en cuenta que la suma de
las raices de una ecuacidon de grado
“n” es igual al coeficiente de x"! entre
el coeficiente de x", con signo
cambiado; se tendria:

Coef. de x* =5
5x4=-3x3+2x -3 =0

Coef. de x3 = -3
suma de raices:
-3 3
X1 +Xo+X3+Xq = — " =T
3 5 5
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De otro lado el producto de todas las
raices de una ecuacion de grado “n”
es igual a su término independiente
dividido entre el coeficiente de x" y
multiplicado por (-1)". Es decir
para:

Coef. de x* = 5
5x4-3x3+2x-3=0 —»

Termino

Indepediente. = -3

De donde:
Producto de raices:

X1.X2.X3.Xs = (-1)* (-§)=_

o w

Ejercicio # 2.- Resolver:

xX3-x2-x-2=0
Sabiendo que dos de sus raices
suman menos uno.

Solucion:

Sean las raices: {X1, X2, X3}

Por condicion: x1 + x2 = -1 ..... (1)
Del Teorema de Cardano - Vieta
X1+ X2+ Xx3=- =1 ... (2)

1
Reemplazando (1) en (2):

14x=1 o[ xa=k

Siendo x3 = 2, una de las raices de
la ecuacidn, esta contiene al factor
(x — 2), obteniéndose el otro factor,
por la regla de Ruffini:

1+ 1 1 0

De donde, tendriamos:
(x-2)(x*+x+1)=0
Igualando cada factor a cero:

a) x-2 =0 -
b) x2+x+1=0->

_ -1x.1-40)@)

2(1)

—1+ i
X = 1+431

. Las raices de la ecuacion dada son:

-1-3i . -1+43i0 .
7 X2 = ’
2 2

8.11 EJERCICIOS PROPUESTOS l

1) En las siguientes ecuaciones
determinar la suma de las raices y el
producto correspondiente.

X1 = X3 =2

a) 2x’ +3x>°-5x2-7=0

Rpta: Suma=0 ; Producto = ;

b) 3x°-2x8+ 7x6-5x =0
Rpta: Suma = § ; Producto =0

c) 4x¥-5x3-2x =0
Rpta: Suma=0 ; Producto=0

d) 7x%-2x>+ 5x*-3x3 -6x>-8x+3 =0

Rpta: Suma = 3 ; Producto = —‘3

2) Resolver: 2x3 - x*>- 7x - 3 = 0,
sabiendo que dos de sus raices suman
la unidad.

Rpta:xl=1+;/ﬁ; xzzl_j:I§ : xgz_;

3) Resolver: 36x3 - 12x2 -5x + 1 =0,
sabiendo que una de las raices es
igual a la suma de las otras dos:

L ] 1 L ] 1 L] 1

Rpta: xlzg ; x2:E F x3:§

4) Resolver: x* - 12x - 5 = 0, sabiendo
que admiten dos raices que suman 2.

Rpta:x, =1+-/2 ; X, =1-+/2 ; X =-1+2i
X, =-1-2i
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8.12

RESOLUCION DE ECUACIONES DE

GRADO SUPERIOR

Con respecto a las ecuaciones de
grado superior a 2; se efectia en
forma general:

(a) Factorizando la ecuacion
propuesta e igualando a cero cada
factor.

(b)  Por artificios, damos forma de

ecuaciones conocidas, por
ejemplo las cuadrdticas y otras
gue se estudiaran.

Debe tenerse en cuenta los siguientes

principios: P(x)=0

1. Toda ecuacién polinomial de grado
“n”, tiene “n” raices.

2. En toda ecuacion con coeficientes
racionales, las raices complejas se
presentan por pares conjugados.

3. En toda ecuacion con coeficientes
racionales, las raices irracionales, se

presentan por pares conjugados.

Ejemplo # 1.- Una raiz de la
ecuacion. P(x) = 0, donde:

P(x) = x* - 7x3 + 14x2-2x-12

Es : 1--/3, hallar las otras raices
Solucion:

1—@, otra de sus
raices sera la conjugada :

X2=1+ /3 ; del teorema del factor.
P(x) = [x-(1-+/3)1[x-(1+/3)1Q(x)

P(x) = [(x-1)2-(+/3)2] Q(x)
P(x) = (x2-2x-2) Q(x)

Dado que X1 =

Por divisién : Q(x) = x2-5x + 6

0 : Q(X) = (x-2) (x-3)

Con lo cual:
P(x) = (x2-2x-2) (x-2)(x-3)=0
Se divide las raices por:

X1 =1'x/§; X2 = 1+ x/g; X3=2;X4=3

8.13 PLANTEO DE ECUACIONES l

Plantean una ecuacién es la traduccion de
un problema del lenguaje materno al
lenguaje matematico.

Problema 1.- {Qué dia y hora del mes
de abril se verifica que la fraccidén
transcurrida del mes es igual a la fraccién
transcurrida del afio? (El afio es bisiesto).

Solucion:
Debe entenderse que:

Dias Transcurridas
1. Fraccion del Mes: ------=======commmmomeeo
De Abril

2. Fraccion del afio: -=-----=-======mmmmmmmmeeme
366 dias

Analizando:

i. Para el mes de Abril
Supongamos que hace transcurrido
“x"” dias, entonces su fraccion sera:
X
30

ii. Para el afo bisiesto (366 dias). Se
observa que han transcurrido.

E,+ F+ M+ X =91 +x
e e
31 dias 29 dias 31 dias dias
-, , 91+ X
Con lo cual su fraccion sera :
366
Dado que las fracciones son iguales,
se cumple:
X 91+ X 65 .
= ——>X=—dias
30 366 8

é:x=81d|'as
8
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como el dia tiene 24 horas = x= 8
dias y 3 horas. Han transcurrido 8
dias, mas 3 horas.

El dia pedido sera el 9 de
Abril a las 3 a.m. Rpta.

Problema 2.- Un padre tiene 32 afios y
su hijo 5 ¢Al cabo de cudantos afos, la
edad del padre sera diez veces mayor
que la de su hijo?

Solucion:
Sea “x” la cantidad de afios que se

necesitan para que se cumpla Ia
condicion:
Luego el padre tendrd : 32 +x
y el hijo: 5 + x
. Se cumple :

32 + x = 10 (5+x)
Resolviendo :

32 + x = 50+10x

-18 = 9x > x =-2]

El signo menos indica que la condicidon
cumplio:

Hace dos anos|: Rpta.

Problema 3.- Dispongo de 800 soles y

3 .
gasto los gde lo que no gasto é{Cuanto

no gasto?.

Solucion:

De acuerdo al enunciado

No gasto : X

Gasto : 800 - x

De donde la ecuacion resultante es:

800—x=§x
5
4000 - 5x = 3x =2 x = 500

.. No gasto 500 soles| Rpta.

Problema 4.- {Qué dia del afo marcara
la hoja de un almanaque creando el
numero de horas arrancadas excede en 8

4 , .
a los Edel numero de hojas que

quedan?

Solucion:

Sea “x” el nimero de hojas arrancadas.
Entonces:

(365 - x) es el numero de hojas que
faltan por arrancar.

Luego la ecuacion resultante es:

4 —
X 5(365 xX) =8
X = 36

de donde :

Como enero tiene 31 dias, quiere
decir que se han arrancado 5 hojas
del mes de febrero por consiguiente,
el dia del afo que marca el
almanaque es el 6 de febrero. Rpta.

PROBLEMAS DE REPASO '

01. Determinar “k” en la ecuacion de
segundo grado:

se (k-2)x2-2kx+9=0

sabiendo que sus raices son iguales.

Solucion

Dado que las raices son iguales,
el discriminante vale cero, es
decir:

A=0->b2-4ac=0

Remplazando:
(-2k)2-4k-2)9=0
4k?-4(9k-18)=0

Simplificando:
k2-9k+18=0

Factorizando:
k

(k-6)(k-3)=0=

W o O

k

02. La suma de tres numeros pares
consecutivos es 66. Hallar el
menor de los niumeros .
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Solucion:
De acuerdo a los datos: a) 35 km/hr b) 38 km/hr
El # menor % c) 40 km/hr d) 42 km/hr.
El # del medio : x + 2 e) 44 km/hr
El # mayor X+ 4 2. La cantidad que debe restarse a los
Por consiguiente la ecuacion dos términos de la fraccion & para
resultante es: b
X+X+24+X+4 =66 que llegue a ser igual a su cuadrado
3x =60 eS:b+a ab ab
Rpta. a) ab b) a+b ©) a-b
a-b a? b2
03. Un padre tiene 30 afios y su hijo d) —- e) 5~
3. a+b
Dentro de cuantos afios la edad 04. C_alcular en que _|Instante d?'
del padre es el cuadruple de la viernes, la fraccm_n de dia
de su hijo. trans_c,urrldo es _|gual a la
fraccion transcurrida de la
Solucion: semana.
Actualmente : a)2p.m. b)3p.m. c)4p.m.
Edad del padre : 30 d)8p.m. e)9p.m.
Edad del hijo 1 3
Dentro de “x” afos 05. Guillermo tiene hoy cuatro
Edad del padre : 30 + X veces los afios que tenia Walter
Edad del hijo : 3+ X cuando el tenia 13 anos; Walter
Ecuacion resultante: tiene hoy 22 afios. Hallar la
30+ x =4 (3 + x) edad de Guillermo.
Resolviendo: a) 25 b) 26 c) 27 d) 28 e) 29
30+ x=12+4x
18 = 3 x 06. Un nifo robd flores en un jardin,
de donde: y después de andar 80 pasos
X = 6 afios empezé a  perseguirle el

padre sera el cuadruple de la de su
hijo.

Dentro de 6 anos la edad del

Rpta.

8.15 EJERCICIOS I

1.

Un individuo va en un tren que lleva
una velocidad de 30 km/hr. y ve
pasar en 3 segundos otro tren que
marcha en sentido contrario;
sabiendo que el segundo tren tiene
una longitud de 60 mts, su velocidad
es:

jardinero. El nifio da cuatro
pasos mientras que el jardinero
da tres; pero cinco pasos de
éste equivalen a siete de aquel.
El nUmero de pasos que dio el
jardinero para alcanzar al nifno y
el numero de estos que dio el
nino mientras duré la
persecucion, fueron
respectivamente:

a) 600 y 800 pasos

b) 900 y 1200 pasos

c) 1200 y 1600 pasos

d) 1500 y 2000 pasos

e) 1800 y 2400 pasos
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ISTEMA DE ECURGION

5
—)

$ DE ORDEN SURERIDE

INTERRRETAGLON GRAEICA

ECUACIONES REDUCIBLES
A CUADRATICAS

Son aquellas ecuaciones que al hacer un
cambio de variable en su estructuracion
algebraica se transforma en una ecuacion
de la forma:

ax’+bx+c=0 ;o a=0

A continuacion mostraremos diversos
ejemplos sobre transformacion

de ecuaciones a ecuaciones
cuadraticas.
\Ejem. 1: Resolver]

3Xx-2 + 3 2Xx -5 _ 4

2x -5 3x-2

Solucion:

Haciendo la transformacion:
3x -2 2x-5 1
2x -5 3Xx-2 z

donde z > 0; la ecuacién dada se
transforma en:

Z+3-a 5 2-
Z

4z+3 =0
Factorizando; (z-3) (z-1) =0

Vemosque:z=3vz =1

Para: z=3 > 3x-2 _
2X -5
3)(—2=9
2x -5

. 43
resolviendo: X =
15

Para:z=1 — 3X-2 _

2x -5

Resolviendo: X =-3

-.el conjunto solucién es: C.S. {j?, - 3}

Ejem. # 2: Resolver la ecuacion:

2x2 + 4x — 7 x% +2x+10 = -5

Solucion
Expresando la ecuacidén en la siguiente
forma:

2(x2 + 2x + 10 - 10) - 7

x2 +2x+10=-5
De otro lado; haciendo :

x/x2+2x+10 =a
tal que (a > 0); se tiene:

2(@2-10)-7a= -5
2a?-7a - 15= 0

Factorizando por aspa simple:
— 3a

2a><v3
a -5 —» -10a

-7a
a=5.:5Si
(2a+3)(@a-5)=0- \%
a=-2:No
2

volviendo a la variable original:

x242x+10=5 > xX2+2x-15=0

Factorizando:
X2+ 2x-15=0

X><5—>
X -3 -

(x +5) (x -

5x

-3 X
2 X
3) =0 -CS.={-5,3}
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[Ejm. # 3.- Resolver

(x-3)(x-4)(x-2)(x-1)-120=0
Solucioén:
Multiplicando los factores “2” a “2” de
forma que la suma de los términos
independientes sean iguales.

v v
(x—%) (x—4)(x—%)(x—1)—120=0

obtenemos:
(x?2 -5x+6) (x2-5x+4)-120=0
Haciendo la transformacién; x?> - 5x = a
se tendria, la ecuacion:
(@a+6)(@a+4)-120=0

a2+ 10a-96 =0

Factorizando:

a= 6
(a+16)(a-6)=0 — o)

a =-16
volviendo a la variable original
Para:a=6

X =6
X2-5X-6=0-(x-6)(x+1)=0< 06
x=-1

Para : |a = -16

X2-5x+16=0-x= 252564

2
_ 5++/39i
2
©C.S. = (-1:6; 5-;39|; 5+;@| \

Ejm. # 4: Resolver:

nJx2-3x+2 N an2+ 5x- 8 =2

x2+5x—8 x2—3x+ 2
Solucion:
Haciendo la transformacion:
I,1x2-3x+2_ I,]x2+5x-8=1
\ x2 +5x -8 X2 _3x+ 2 a

la ecuacién dada, se transforma en:

a+§=2 saz-2a+1=0

(@a-1)2=0

volviendo a la variable original:

2 _
nxz?’imzzlaxz—3x+2=x2+5x—8
X< +5x-8

-8x=-10

=

X =

PROBLEMAS PROPUESTOS '

A\Y ”

Determine un valor de "“x”, para las
siguientes ecuaciones:

Rpta.

NG

3x-7 2x—5

01). o E \Bx—7 = 2
Rpta. | x =2
02). (x -3) (x = 4) (x=5) (x-6) -24=0
Rpta. (x=7
03). 2x2 - 3x - 2 /2x% —3x+7 =1
Rpta. [x = 3
x*4x312x-3

4 3
X' +X> -X+6 _
04). n\/ + N 4 ] =2

x*+x3+2x-3 \ XT+X7—-%X+6

05). x(x+1)(x+2)(x+3)-120=0
Rpta.

06). 6x2 - 4x - 9 /3x%2 —2x+9 = 17

Rpta.

07). 2x—3 N 24x-40 _ 6
3x-5 2x -3

Rpta. (x = 1,7

08) (x+ £ -2) (x+ *+2)=9%
X X 9

Rpta| x=3
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ECUACION BICUADRADA l

Es la ecuacién polinomial de cuarto
grado que contiene solamente
potencias pares de la incdgnita, su
forma candnica o general es:

ax*+bx2+c=01]; (a=0)

“a” ; “b"” y “c” son los coeficientes;
“x" es la incégnita.

RAICES DE LA ECUACION

BICUADRADA

La ecuacién bicuadrada:
ax*+bx?+c=0; a=z0

presenta cuatro raices, que se obtienen
haciendo el cambio de variable:
x2=y—>say’+by+c=0; (a=0)
Las raices correspondientes a esta
ultima ecuacion estan dadas por:

-b + \b% -4ac

2a

y:

Dado que:
X?=y-—> X == y; conlo cual:

X =+ \/—bi\/b2—4ac

2a
en consecuencia, las raices
correspondientes de la  ecuacion

bicuadrada son:

-b++b®-4ac

Xq{ = >a = m
X — - -b++b%-4ac —-m
2 \ 2a
J—b-\b2—4ac _
X3 = 2a = n
-b-b%-4ac
= - = -Nn
X4 \/ 2a
OBSERVACION: ||

La ecuacion bicuadrada:

ax* + bx?> + ¢ = 0; se puede resolver por
factorizacion (Aspa simple).
Si: b? - 4 ac; es un cuadrado perfecto.

[Ejem. # 1: Resolver]
9x*-13x>+4=0

Dadoque:a=9; b=-13 ;c=4

b2-4ac=(-13)2-4(9) (4) = 25 ; es un

cuadrado perfecto, la ecuacién es

factorizable; en efecto los factores de:
9x*-13x2 +4=0

9 x2>< -4 > -4 x?
X2 -1 - -9 x?
-13 x?
Son: (9x2-4) (x*-1)=0
Asimismo, cada paréntesis se puede
factorizar aplicando diferencia de

cuadrados, es decir:
Bx+2)B3x-2)(x+1)(x-1)=0
Igualando cada factor a cero las raices
correspondientes son:

2 2

X1=—§; x2=§; Xx3=-1;x4=1

Ejm. # 2: Resolver:
x* -15x2-16=0

Como: b?- 4ac = (-15)2- 4(1)(-16) = 289
es un cuadrado perfecto, los factores
serian:

(x2-16)(x2+1)=0
igualando cada factor a cero:

X1 = 4
19) x2-16 =0 - x*> =16 o)
X2 = -4
X3=i
20)x2+1=0->x2=-1 0
X4=-i

Ejm. # 3 : Resolver:
x* +x2 a2 90

x4 +x2 a2 +at 91
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Solucion:
De la propiedad de proporciones, se
obtiene:
91x* + 91x? a2 = 90x* + 90 x? a2 + 90
a4

x*+a’2x2-90a*=0

Factorizando; se tendria:

(x2+10a%) (x*-9a%) =0
Igualando cada factor a cero; las raices de
la ecuacién son:

(xl = J10 ai
i) x2=-10a? < %
X2 = -\/ﬁ ai
X3 = 3a
i) x2=9a% < Y
X4 = -3 a
EJERCICIOS PROPUESTOS l
Resolver:
01) x*+5x2+6=0
X1 = 4/21; X2 = -4/2 i;
X3 = 4/3 i; X4 = - 31
02) x*-68x2+256=0

X1 =2; X2=-2 ;}X3=8: X4 =-8

03) x*-50x2+49=0

X1=7; Xa=-7;xX3=1 ; X4=-1
04) x2(x*>+ 32) =144
X1=610; Xo=-61i ;X3=2; X4 =-2

05) (1+x)*+(1-x)*=34
X1 = 4/2; Xo=-42 ; X3=2.21i
X4=‘2\2i.
2.2
06) 12x4a:i
a X2
x-ﬁ'x= ﬁx_gi
1 3 2 3 3 5
Xe=- 2
* 2

07) 4 (a2 -b?)x?> = (a2 -b? + x?)?
X1 = x/az—bz; X2 = - \Ja2 - b2
a2-b2; X4=-\/a2-b2

PROPIEDADES DE LAS RAICES
DE LA ECUACION BICUADRADA

Respecto a la ecuacion:
ax*+bx?+c=0 ; (a =0)

de raices: xi1, X2; X3; X4; se cumple:

de acuerdo con el Teorema de Cardano -

Vieta.

1. SUMA DE LAS RAICES|

X1+ Xo+X3+XxX4=0

X3 =

II. SUMA DEL PRODUCTO DE LAS
RAICES TOMADAS DE DOS EN DOS.

X1 s X2+ X34 Xqg =

a

III. PRODUCTO DE LAS RAICES

XlIXZI X3lX4 =

c
a

RECONSTRUCCION DE LA

ECUACION BICUADRADA

Conociendo las 4 raices de la ecuacién
bicuadrada: xi; X2; X3 y X4. La ecuacion a
formar adopta la forma:

(X =X1) (X=-%2) (x=-x3) (X-X4) = 0
efectuando las operaciones indicadas,
tendriamos:

X* + (X1 X2 + X3 Xa) X2+ X1 X2 X3 X4 =0

EJERCICIOS '

01.) Una de las soluciones

de wuna

ecuacion bicuadrada es 5.
Reconstruir la ecuacion; si:

X1 X2 X3 X4 = 225

Solucién:

Si una de las raices es ; la otra

Reemplazando en el dato:
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(5) (-5) X3 X4 = 225 - X3 X4 = -9 10r2 _ 3m+10 _
COMO X3 = - X4 = (-Xa) (Xa) = - 9 32 T mi2 - 10m+20=9m + 30
X% =
m = 10 | Rpta.
Conlocual : ({x4a=3| y|[Xx3=-3

Reemplazando en la formula:

X4 +(X1 X2 + X3 X4) X2+ X1 X2X3Xa =0

Obtenemos:

X*+(-25-9) x>+ (5)(-5) (-3) (3) =0
. la ecuacién sera:

x4 -34x2+225=0

Rpta.

02.) Calcular "m” para que las cuatro
raices de la ecuacion bicuadrada:
X4-(B3m+10) x>+ (m + 2)2 =0,
formen una progresion aritmética.

Solucion:

Sean las raices de la ecuacion

bicuadrada en progresidn aritmética.

= X1 = X2 =« X3 & X4
6 también:
+~(@-3r).(a-r).(@a+r).(@a+3n
de razon ™ 2 r”
de las propiedades de las raices se tiene:

10, - X1+ X2+ X3+ X4=0

a-3r+a-r+a+r+a+3r=20
vemos que: a = 0, con lo cual

X1=-3r;X2=-r;X3s=r; X4 =3r
20.- X1.X4+X2.X3=g
(-30 @0+ (n(r)=- 0
10rP=3m+ 10| .cceeuenee. (o)
3.0- | X1 . X2 e X34 Xa = &
a
2
(-3n¢n(n@En= M=%
Irt=(MmM+2)?->3rr=m+ 2| ... (B)

Dividendo (a) + (B), obtenemos:

EJERCICIOS I

1. Calcular “m” para que las raices de
las ecuaciones bicuadradas estén en
P.A.

a) x*-4m+10)x>*+(m+7)2=0

m= 20

Rpta.

b) x*-(4m+2)x2+(2m-5)2=0
Rpta.

m=7

c) x*-2(mMm+7)x>*+(2m-21)>2=0
m =18

Rpta.

2. Formar las ecuaciones bicuadradas,
conociendo sus raices:
a) xt=--3; x3= -6
Rpta. x*-9x2+ 18 =0

b) x1=2 J3; x3=-3.3
Rpta. x* + 39x? + 324 =

w o

Una de las raices de una ecuacién
bicuadrada es 7. Reconstruir la
ecuacion; si:
X1 X2 X3 X4 = -441
Rpta. x* - 58 x2 -441 =
0

SISTEMA DE ECUACIONES DE
ORDEN SUPERIOR

Es un conjunto de ecuaciones que se
verifican para los mismos valores de sus
incdgnitas. Se presentan diversos casos:
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01.- Calcular “x"” en el sistema: Dadoque iy = 3 X €N .ovvnn.... ()

X+Y = 2 covveenrsnnnnnnnns (o) 2

x2-2x. S x+3. 2 x2=19
XY = -1 iiiiirinrinnnnnns (B) 2 4
2

.z x2—3x2+27x=19 - X2 =4
Solucion:
De (a) : y=2-X X =+2
Reemplazando en (B): De donde:

X(2-x)=-1-5x>-2x-1=0
Resolviendo la ecuacion cuadratica

x=14+ 2| 6 |[x=1-.2
02.- .- Resolver

X +Y =1 ociivecinnnnnnnnnes (1)

X2+ y? =25 v (2)

Solucion:

De (1) : y =1 - x; remplazando en (2):
x2+(1-x)>=25
x2+ 1+ x?>-2x =25

Simplificando, obtenemos:
x2-x-12=0

Factorizando (x -4) (x+3) =0

Igualando cada factor a cero:

pora: [ =4 ] -
pora: [ x =3]

03.- Resolver:

x2-2xy+3y2=19...... (1)
2x2 - xy + 4y?=38..... (2)
Solucion:

Haciendo la transformacion: y = k x en
(1) y (2); se tendria:
x2 -2 Xx.kx+ 3 kZx?=19 ....... ()
2x?> - X.kx+ 4k?®x2=38....... (B)
Dividiendo (o) + (B)
x* (1-2k+3k%) 19
x2(2-k+4k?) 38
Por proporciones:
38-76k+ 114 k*>=38-19k + 76 k?

k=0 (No)
38k?-57k=0 0

_ 3 .

k_E (Si)

Para: [ x =2 ]
para: [ x =-2]
4. Resolver:

1 N 3 3
2X+y-6 X+y-3

(o)
7 5
IX4y-6 xay-3 L
(B)
Solucion:
Aplicando determinantes, tendriamos:
2 3
1 y 1 -5 -13 _ 1
a) = = = =
2X+y—6 1 3 - 26 2
7 -5
Dedonde: |2x+y =8| ......... (1)
1 2
b) 1 _ 7 1 _ 13 _1
X+y-3 1 3 —-26 2
7 -5
De donde: X+y=5]..... (2)
Resolviendo (1) y (2):
2X+Y =8 i (1)
X +y=5 .. (2)
por determinantes.
8 1
W - |5 1 _8-5 4
2 1 2 -1
L
X =3
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s
15 10 -8 - _2 = =
y = > 1 =2_1=2 Para.m_3—>x 2 —>|y=3
1 1
y =2 " .
GRAFICAS DE INTERES
5. Resolver el sistema:
2=y2) (X=Y) =5 weeerrn. (1) La Recta.- Su grafica estd dada por la
funcién lineal cuya regla de
(2 + y2) (X +y) = 65 ..... (2) correspondencia es:
L:y=mx+bDb ; m, b, xeR
Solucién y L-v=rm+b
Haciendo ; x = my ; se obtiene: [} Y=
3 , Xx |0 [-b/m
(){(m—l)y(m—l)y=5 y |b|o 'b/
(04
(m?2+ 1)y (m+ 1)y = 65 .... 0 5 > X
(B) b
Dividiendo (B) + (a): "

(m?+1) (m+1) 65 13

(m+1) (m-1) (m-1) 5 1
Por proporciones:

m>+1 =13 m?-26m + 13
simplificando:

6m?-13m+6 =0
Factorizando:

2m><—3 - - 9m
3m -2 - -4 m
-13 m
3
m= —
2
2m-3)(3m-2)=0 o}
2
m= —
3
Para : m=§
2
(9 4] (3.1) 3 =
en (@t [21) (1) v = 5

5(1)y>=5(8)

y= 2

Como x = my —» x=g(2)

Al coeficiente "m” se le llama pendiente
de larectayestalque:|m=1tg 6

La Parabola.- Su grafica estd dada
por la funcién cuadratica cuya regla de
correspondencia es:

y=ax2+bx+c|;a,b,c,xeR;a=0

con relacion al discriminante

A = b? -4 ac, tendriamos los siguientes
graficos de la parabola.

(:) Si, a > 0 la parabola es coéncavo
hacia arriba y dependiendo del
discriminante, tendriamos:

a) A>0| vy

A

c
h
> X
0| XD\ X2
V (h; k)

donde:
—yv(_-P . A
V(h’k)_v[ 2a ' 4aj
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) [a=0| £ [aso
C
> X
0 V (h; 0)
C) A<O X a>0
C
> X
0

II) Si, a < 0, la parabola es céncavo
hacia abajo vy dependiendo del
discriminante tendriamos:

o o]

4 V (h, k)
k
Xl/\Xz
0 h > X

X1=X2

v

y

v

La circunferencia.- Su ecuacion
general es:

(x-hy2+(y-kz=r 74

Centro ; (h; k)

Radio : r

Asimismo tenemos: 0 X

La Elipse.- La ecuacién general es:
2

(x=h?* -k _,
2 p2

La Hipérbola.- Su ecuacion general

es:

(x=h? _(y-k)?
> 2 1
a b

Las ecuaciones de grado superior que
se pueden presentar es:

(I) Rectay Circunferencia

X+y=0C
X2 +y2 =2

A los mas hay 2 soluciones
reales.

(II) Elipse y Hipérbole
2 2
(X—zh) +(Y—2k) 1
a b
2 2
(X—g) +(y—2k) 1
m n

A lo mas hay 4 soluciones reales.
Entre otras combinaciones.
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DESIGUALBANES
INECUAGIONES DE 1~ v 2~ GRADOD

DESIGUALDADES l

Son relaciones de comparacion entre dos

0 mas cantidades reales de diferente

valor.

Ejemplo; si:

La edad de Juan es: 20 afos

La edad de Pedro es :30 afios

La edad de Luis es: 50 afios

Se tendra las siguientes relaciones

19.- La edad de Juan es menor que la
edad de Pedro.

20.- La edad de Luis, es mayor que la
edad de Pedro.

30.- La edad de Juan es menor que la

edad de Luis.
Intuitivamente estamos comparando
magnitudes reales de wuna misma

especie. Las desigualdades solo se
verifican en el campo de los numeros
reales que asociado a la recta real
podemos observar:

RECTA NUMERICA REAL
#s (') . R_ #S (') . R+
- -2 Y 2 T

-0 -1 -3 -1 0 1 2 3
origen | L unidad

Que para cada numero real le
corresponde un Unico punto de la recta
real y reciprocamente para cada punto
de la recta real, le corresponde un Unico
ndumero real.

La correspondencia bionivoca entre
numeros reales y puntos de una recta
real nos ayuda a dar una interpretacion
geométrica de la relacion de orden entre
los numeros reales. Para la gréfica
adjunta.

+ oo

(o Jus]
y

La relacién[a < b](se lee: a menor que b)

significa que al punto A le corresponde el
numero real “a” y se encuentra a la
izquierda del punto B al cual Ile
corresponde el numero real “b”.

AXIOMAS DE RELACION

DE ORDEN

0:: Orden de Tricotomia.- V a, b €
R se cumple una y solo una de
las siguientes posibilidades.

a<b v a=b v b«<«a

Ejm:

Dado los numeros reales: -6; 3; -3y
4; se cumple que:
a)-6<-3 b)3< 4
d-3< 4

c)-6<4

0; : Orden Transitivo.-V a, b, c € R

Si:{a<b A bc<cc = a<c

Ejm: En la recta real:

-12 -2 0 6 8 +oo
-12<-2 A -2<8 = -12 <8

=00

03 : Orden de la Monotonia.-
vVa,b,c eR

i) Ley aditiva

Si:|la< b =>a+c<b+c
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i) Ley Multiplicativa
Si:ceRtrAa<b=ac<bc

Si:ceR Ana<b=bc<ac

RELACIONES MATEMATICAS QUE

EXPRESAN DESIGUALDADES

A\ /4

1.- "a” es menor que “b” (a < b)

a<b <a-b<0

w n”

2.- "a” es mayor que *b” (a > b)

a>b <a-b>0

3.- “a” es mayor o igual que “b” (a >

b) axb a>bva =b

4.- “a” es menor o igual que “b” (a <

b) a<b a<bva =b

CLASES DE DESIGUALDADES l

De acuerdo a su estructuracion
matematica, estas pueden ser:

A.- DESIGUALDADES ABSOLUTAS.-
Son aquellas que se verifican en el
campo de los numeros reales y a su vez

pueden ser numéricas o literales.
Ejemplos:

i) Numéricas ii) Literales

a)7>0 a) x2>-2

b)9>2 b) -5 < (x - 2)*
c)-ggo C) x5 +y6 >0

B.- DESIGUALDADES RELATIVAS.-
Estas desigualdades se conocen también
con el nombre de inecuaciones y se
caracterizan por que se verifican para un
conjunto de valores denominados
conjunto solucién y su representacion se
visualiza en la recta real.

Ejemplos:

a) Lainecuacion: 4x-3>5
Se verifica para todo valor de x
mayor que dos (x > 2)
Su representacion grafica en la recta
real seria de la siguiente forma:

) W 7777777

-00 0 2 +00

b) La inecuacion: x? — 25 < 0 se verifica
para todo x, tal que:
X>-5 A x< 5

Su representacion grafica en la recta
real, seria de la siguiente forma:

« . . .

x< 55 +oo

|
o 5x> -5 9

Mas adelante analizaremos la solucion
explicita de los diferentes tipos de
inecuaciones que se presentan.
El conjunto soluciéon de una inecuacién
se expresa mediante intervalos.

INTERVALO.- Es el conjunto de valores
X pertenecientes a la recta real, limitado
en sus extremos por los elementos a y
b, tal que a < b; a y b pueden o no
pertenecer al conjunto de valores x.

CLASES DE INTERVALO l

Intervalo abierto:

i. <a;b>={x/a<x<b ; a<b}
ii.lJa;b[ ={x/a<x<b ; a< b}
Su representacion grafica es:

-0 0 A h  +oo
el cual expresa: x e <a; b>
Intervalo cerrado:
[a,b]={x/a<x<b ; a<b}

su representacion grafica es:

* a<x<h *
_;o A (I) h 400

conlocual: x e[ a; b]
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Intervalos Mixtos
a) <a;b]l={x/a<x<b ; a<b)
. Ja<xsb 4 -
‘ " ¢ b roo
Conlocual: xe<a; b]
b) [a;b>={x/a< x< b ; a<b}
¢ Aa<x<b ) -
a (I) h -:oo
Dedonde:xe[a; b>
C) <cw;al]={x/-o<Xx<a ;-o<a}

P
<«

= o0’ L X <'a l
< t

-00 0 a +o0

Dedonde: xe<-wo ;a]
d) [a;o>={x/a<X<w ; a <o)

»

P * a’'< X <00 g

< T >

a 0 +00
De donde: x e [a; o >

PROPIEDADES GENERALES DE
LAS DESIGUALDADES

1. Si a los dos miembros de una
desigualdad, se suma o resta
una misma cantidad, el signo de

la desigualdad no se altera.
Si: a>b=a+tc>b+c

2. Si a los dos miembros de una
multiplica o
divide por una cantidad positiva
el signo de la desigualdad no se

desigualdad se

altera

Si:
i) ac>bc

a>b A ¢c>0= A

..y oa b
nm) — > —
) c c

3. Si a los dos miembros de una
multiplica o
cantidad
signo de la

desigualdad se
divide por una
negativa, el
desigualdad se invierte.

Si:
i) ac<bc
a>b A c¢c<0 = A
sy a b
i) - <G
4. Dos desigualdades de signo
contrario se pueden restar

miembro a miembro y el signo
de la desigualdad resultante es
el mismo que hace las veces de
minuendo, es decir:

Dado el sistema:

a>b

Se cumple que:

a-c>b-d v c-a<d-b

Si:

Dos o mas desigualdades del
mismo sentido se pueden
multiplicar o dividir miembro a
miembro y el sentido de la
desigualdad  no se altera,
siempre y cuando los miembros

de las desigualdades sean
cantidades positivas.
vV a,b,c d, e R*
a >b (1)

AN
C > d i, (2)
Se cumple:

ac>bd v a b

Cc Cc

Dos desigualdades de sigho

contrario y miembros positivos
se pueden dividir miembro a
miembro; el signo de la
desigualdad resultante es el
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mismo que el signo de la a<b « 151
desigualdad que hace las veces "1‘ tl’
de dividendo. a>b < <5
Es decir:

v a b,cd e R DEMOSTRACIONES SOBRE
DESIGUALDADES
8 > D e, (1)
Si: A a #b .., (1)
C < d i (2) 01) Siendo: a >0 .. (2)
b >0 oveeeennns (3)
Se cumple:
a b, ¢ _d demostrar que : a3 + b3>a2b + a
c c a b b2
7. Si a los dos miembros de una DEMOSTRACION

desigualdad se eleva a una
potencia impar o0 se extrae
raices de indice impar, el
sentido de la desigualdad no se
altera. Es decir:
Si:

i) a2n+1 >|32n+1

\Y%
ii) 2n+1¢g > 2n+1£
nez*

8. Si a los dos miembros de una
desigualdad de términos
negativos se eleva a un
exponente par, el signo de la
desigualdad se invierte, es
decir:

vV a,b € R
{i) Sia>b=az"<b2n
i) Sia<b=a?">b>?"

9. Si: a e R, tal que:

a0 =a?2>0

10. a, b € R y son del mismo signo,
entonces:

De(l):a #b - a-b=0
Entonces : (a - b)?2 >0

Desarrollando, se obtiene:
a2-2ab+b%2>0

0 a2- ab+b?>ab.....(«a)
De (2)y(3):a+b>0 ......... (B)
Multiplicando los dos miembros de
(o) por (a + b), se tendria:
(a2-ab+b?)(a+b)>ab(a+Db)
- a3+ b3>a?b + ab? (L.g.q.q)

02) Si a y b son diferentes y
positivos, demostrar que:
a+b 2ab
>
2 a+b

DEMOSTRACION

Dado que : a # b ; se cumple que:
(a-b)’>0

Desarrollando: a2 - 2ab + b? >0

Sumando; 4 ab a los dos miembros

de la desigualdad, se tendria:

a2+2ab+b*>>4ab

(@a+b)>>4ab

Como; 2 (a + b) > 0, entonces se
tendria al dividir:

(a+b)? , 4ab

2(@a+b) = 2(a+b)
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at+b _ 2ab Solucién

2 (a+b) Resolver una inecuacion de

(L.g.9.q) este tipo es similar a resolver

EJERCICIOS l

01.- Si; a,b e R*; a%b; demostrar
que:

a b
b2 a2

Q|-
+
O

02.- Si: a, b, c € R*, demostrar que :
(@a+b+c)2>a2+ b2+

03.-Si;a,b,ceR*;azb=c
demostrar que:
a2+ b?+c?>ab + ac + bc

04.-Si;azb#c A € R*
demostrar que:
(@a+b+c)<3(a%+b%2+c?)

05.- Si; a # b A € R*, demostrar que:
(a* + b3) (a + b) > (a? + b?)?

INECUACIONES DE PRIMER

GRADO CON UNA INCOGNITA

Son todas aquellas inecuaciones que al
reducirse adoptan las formas:

ax+b >0 v ax+b <0
ax+b >0 v ax+b <20

X; es laincégnitaya,beR/a=0

[EJERCICIOS RESUELTOS| l

01. Resolver:ax+b=>0;a,beR*

una ecuacién de primer grado,
solo hay que tener en cuenta
las propiedades generales de
las desigualdades, en efecto:

Transponiendo b al segundo
miembro:

ax >-b
Dado que a € R*, es decir: a> 0

x >- P

a

graficando en la recta real:

v

b
vemosque : Xe[- — ; ©>
a

02. Resolver:
3x-2_5x-3< X-1
2 3 12

Solucioén:
Siendo el m.c.m. (2, 3, 12) = 12; un
namero positivo, el signo de Ia
desigualdad no se altera al efectuar las
operaciones indicadas.
6(3x-2)-4(5x-3)<x-1
18x-12-20x+12<x-1
-2x<x-1
-3x<-1

multiplicando por (-1) , obtenemos :
3x>1

1 1.
SX> D > Xe < Zjo>
3 3

03. Resolver:

(x+1)2 +(x-1)2+(x-2)2 < 3(x+1)(x-1)

Solucion:

Efectuando las operaciones indicadas

obtenemos:

X2+ 2X+1+x2-2x+1+x2-4x+
+4<3x*°-3
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Simplificando:
3x2-4x+6<3x2-3

-4x <-9
multiplicando por (-1)

4x29—>x2%

‘Gréficamentei W/m >

|
0 +00

Nl BpO

o Xxel ; o> Rpta.

[EJERCICIOS| I

Resolver:
a) (2x-1)2+ (x+2)?>5(x-3)

(X + 2)

Rpta. ..o

b) (x+ 1)+ (x + 2)2 + (x + 3)?
<3 (x + 4)?
Rpta. ...........
c)(x+1)3-(x-1)*<(2x + 3)
(3x+ 2)

e) (2x+ 1) - (2x-1)* >

> (x+1)(x-1)

04. Resolver el sistema

2x-3 _3x-1.4 (a)
4 2
5x-3 8x-1 <-1.....(B)
3 4
Solucion:

Resolviendo cada inecuacion:

De (a): m.c.m. (4,2,1) =4
2x-3-23x-1)>4

2x-3-6X + 2 =>4
-4 x > 5

X <-°

4
=12

De (B): m.c.m. (3, 4, 1)
4(5x-3)-3(8x-1)<-12
20x-12-24x +3< -12
-4 x < -3
4 x >3
x 23
4

En la recta real:

7 A

+ o©

5

4

Mw

Como no hay interseccién de las
soluciones de (a) y (B) = X € ¢

EJERCICIOS l

Resolver los sistemas:
a) | (3x -1)2> (2x + 3)2 + 5 (x2-1)
(2x -1)2 + (3x - 9) < 13 (x2 + 2x - 3)... (2)

Rpta.- ............
f) (5X+3) (3X_1)+(X+2)22 Rpta.' ..............
> (4 x - 3)?
RPEA.= o b) ((x+2)? > (x+1) (x4+2) (x+3) ....(c)
2x-3 3x-2 5x-1
g) - TS < (x-3)* 2 (x-3) (x-2) (x-4) ....(B)
RPEa. = Rpta.- evvevreinnnnns
5x-3 3x-1 x-2
c) 5 4 6 <1 ... ()
4x-3 2x-5 3x-2
3 - 7 1 >1 ... (B)
Rpta.-....coovvvnnnns
CUESTIONARIO DESARROLLADO
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INECUACIONES SIMULTANEAS
DEL PRIMER GRADO

En la resolucion de inecuaciones
simultaneas con dos incégnitas podemos
aplicar cualquiera de Ilas siguientes
reglas.

10.- Se toman dos inecuaciones de
sentido contrario despejando en cada
una de ellas la misma incognita, luego
esta incégnita se elimina aplicando el
principio de transitividad.

20.- Se puede eliminar una incdgnita
restando dos inecuaciones de sentido
contrario, habiendo homogenizado
previamente los coeficientes de la
incdgnita que se quiere eliminar.
Ejemplo.- Si “x” e “y” son cantidades
enteras y positivas, calcular: (x> + y?),
al resolver el sistema.

5x-3y>2 i, (1)
2x+y <11 ..o (2)
Y > 3 e (3)

Solucién

Multiplicando la inecuacién (1) por 2 y la
inecuacién (2) por 5, obtenemos:

10x + 5y <55

restando miembro a miembro (a) y (B)
100x-6y-10x-5y>4-55
-11y>-51
51
11

)
Dadoque:3<y<% = 4,63 5|y = 4]

y <

Reemplazando y = 4, en el sistema:
5x-3y>2 x> 2,8

e A

2x + y<11 X < 3,5

Aqui observamos que:

X2 +y2=3%2+42=25

Rpta.

INECUACIONES DE SEGUNDO

GRADO

Son todas aquellas inecuaciones que al
reducirse adopta la forma candnica

ax2+bx+c >0 v ax2+bx+c<0

ax?+bx+c>0 v ax?+bx+c<0

Donde x, es la incognita vy ;
a,b,ceR/a=0

Solucioén

Método del discriminante :

A =b?-4ac

a>0
Caso I Caso II
ax2+bx+c<0 ax2+bx+c>0

A = b?

-4 ac

A>0 | X e <X1; X2> X e< -0, X1> U< X2 , 00>
A=0(Xed X e R - {X1 =Xz}
A<0 |Xed X e Rv X e<-o, o>
X1 = b=y ; X2 = —b+a (X1 < X2)
2a 2a
a>0
Caso III Caso IV
ax’+bx+c<0 ax’?+bx+c>0
A =Db?-4ac
A>0 [ X e [Xx1; X2] X e< -0, X1>U < X2 , o>
A=0|X=x1=X2 X eR
A<0 |Xed X eR
X1=_b_\ﬂ; X _ b+ (X1 < X2)
2a 2a

http://www.academiaauge.com

CUESTIONARIO DESARROLLADO




ACADEMIA AUGE

ALGEBRA

EJERCICIOS l

01.- Resolver:
xX+1)(x+2)(x+3)+12x >
> (x-1)(x-2) (x-3)

Solucion:
Teniendo en cuenta la identidad:

(x+a) (x+b) (x +¢) =x3+ (a+ b +c)x?
+ (ab+ac+bc)x +abc

La inecuacion dada, se transforma en :
X34+6x2+11X+6+12X>x3—6xX2+
+11x-6

Simplificando; obtenemos:
12x2+12x+12>0

o} a=1
x4+ x +1>0 b=1
C =
De aqui vemos que:
A=(1)?-4(1)1) >A =-3
Como :|[A<0 = x e R| (CasoII)

INECUACIONES DE

SUPERIOR

Son aquellas inecuaciones que al ser
reducidas adoptan cualquiera de las
siguientes formas:

QX"+ ar X"+ +an>0
Ao X"+ ar X" 4+ +an>0
Ao X"+ ar X" 4+ +an<0
Qo X"+ ar X"+ +an<0

Donde: x, es la incégnitayne N/ n >3
Ademas: {ao; a1; @2 ....;an}e R/ ap=0

SOLUCION POR EL METODO DE
LOS PUNTOS DE CORTE

Pasos que deben efectuarse:

10) Verificar que ap > 0

29) Todos los términos de la inecuacién deben
estar en el primer miembro.

39) Se factoriza la expresion del primer
miembro.

40) Cada factor se iguala a cero,
obteniendo los puntos de ente, que
son los valores que asume la
incognita.

50) Se llevan los puntos de corte en
forma ordenada a la recta numérica

60) Cada zona determinada por dos
puntos de corte consecutivos, se
sefialan alternadamente de derecha
a izquierda con signos (+) A (-). Se
inicia siempre con el signo mas.

79) Si la inecuacién es de la forma:

Px) >0 v P (x) >0, con el
coeficiente principal positivo, el
intervalo solucién esta representado
por las zonas (+).

89) Si la inecuacién es de la forma:

Px) < 0 v P (x) <0, con el
coeficiente principal positivo, el
intervalo solucién esta representado
por las zonas (-).

Nota. Este método también es aplicable

para inecuaciones de segundo grado.

Resolver:
x3-6x2+11x-62>0
Solucién
Factorizando por divisores binomios. Se

obtiene:

x=1
(x-1)(x=2) (x-3)20 —>Ix =2
X =3

llevando los puntos de corte (P.C.)
a la recta real; tendriamos que:
el conjunto solucion es:

X e€[1,2]u[3 0>
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INECUACIONES EXPONENCIALES
INECUACIONES IRRACIONALES

VALOR ABSOLUTO l

El valor absoluto de un numero real X,
es el numero no negativo denotado por
| x | y definido por:

X ;six >0
| x| = 0 ;six =0
-X ;six<O0
Ejemplos:
a) |5]=5 d|-2]=2
by [-5]=-(-5)=5 e)|-3]=3
o lol=o0 fy| B -3[=3-3

De los ejemplos podemos observar que:
R ; |x| >0

0 & x=0

| - x |

PROPIEDADES l

VX, y e R ; secumple:

a) |-x|=1x]|

b) Ixyl=1xl1lyl

o) |x[2=x2v|x?] =x2

d)y % = x|

e) Ix+yl=Ixl+lylexy=o0

f) Ix-yl=Ixl +lylexy<o

X

Y

hy Ixl+ 1yl =2 Ixl [yl

_Ixd.

9) =—, vy=0
Y|

ECUACIONES CON VALOR ABSOLUTO l

En resolucion de ecuaciones con valor
absoluto, debemos tener en cuenta lo
siguiente:

1.- Si x € R, entonces |x| es el nimero
real no — negativo definido por:

X ; six =20
x| =

-X ; si x< 0
2.- /x| =0ex=0
3- x| =|blex=bdéx=-b
4- x| =be b = 0

VAN
[ x=b 0 x=-b]

EJERCICIOS l

01. Hallar el conjunto solucion en
la inecuacion:
Ix +2| (x¢*-1)=0

Solucion:

Factorizando, se tendria:

Ix +2] (x2+1)(x+1)(x-1)=0

igualando cada factor a cero.

a) Ix+2[=0 —> x=-2

b) x?+1 =0 — > x=iv xX=-i
c) x+1 =0 —/8 x=-1
dx-1 =0 —» x=1
Nota.- | i= /-1 ; talque:i?2=-1

Como x € R; i A -i no son parte de la
solucidn:
~C.S.={-2,1,-1}

02. Resolver:
Ix2-x-3| = |x-3]
Solucion:
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Para este caso, se cumple la propiedad: 05. Resolver:
x| =lbl ox=b & x=-b -Ix-1] +[2x+ 3] =5
Para nuestro caso: Solucién:
X Igualando cada valor absoluto a cero
X2=X=-3=X-3 .. (o) determinamos los puntos de corte en la
X2 —x -3 = - CEx) . (B) recta real:
[DII (a) |2x+3|=0 | -|x-1]=0
xX2-x-3=x-3 > X*-2x-= < 1 I >
X (x-2)= -0 3 0 1 +©
Ix=0] v[x=2] 2

De .......... (B)
X2-x-3=-x+3 > x? =6

A x =46 v|x=-.§

~C.S.=1{0, 2, /6;-/6}

03. Hallar el conjunto solucion en
la inecuacion:
| 2Xx- 1| =x+ 2
Solucioén:
Desde que:

x| =beb>0A[X=bvXx=-b]

Se tendria:
10.- Universo de solucion
X+2>0->5x2>-2 l

v

s -2 +o0
Xel[-2; 00>

29.- Con lo cual:

2X-1=x4+2 v 2x-1=-x-2

1 .
e U v X = - € universo

W]

. C.S.={->, 3"

1
3

04. Resolver:
|Ix-3]-2]=3

Solucioén:

1.- Haciendo ; |x- 3] = a........ ()
donde a > 0; se tendria:
la-2|=33a-2=3va-2=-3

v (a1 mo)

2.- En (o), dado que: a> 0
Ix-3]=55x-3=5vx-3=-5
X=8v X =-2
. CS.={8;-2"

Respecto a los signos de los valores
absolutos en cada intervalo se tendria:

a)<-wi- 21 (-) (-)
by<-> ;1] & (+) (-)
c)<1; o> : (+) (+)

Analizando en cada intervalo:

a)X€<-OO;-g]:- |2x + 3|+ |x-1| =5
-2X-3+x-1=5
X = -9
Como;—9e<—oo;—g]: X=-9|; es
Solucion.
b)X€<'§ ;1] |2x+3|+|x-1| =5
2X+ 3 +x-1=5
3x=3
C0m0;16<-g;1] ~ |x=1
es solucion.
C)Xe<l;ow>: |2x +3]-|x-1]=5
2X +3-x+1 =5
Como;1¢g<l; o> = x =1
no es solucién, para este intervalo.
De (a) y (b) CS.={-9;1}
EJERCICIOS PROPUESTOS l
RESOLVER:
01)[5X-3]=7 Rpta:{2;-%}
02) [2x2-x-8| =7  Rpta. {3;-%}
03) [x2-1] =0 Rpta. {-1; 1}
04) |3x -2| = |2x+3| Rpta. {5 ; -é}
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05) | [x-2]-1]= [x-2| Rpta. {g; >

06) |2x2 - x - 3|=3
07) |I3x + 5| = |2x -3]|

X-2 _ |X|

08) 153
2_,

09) X< -X-2 -3
x-1

10) |x +6| + |x-2| =8

11) [x-3| + |x-1] + [x| =4
12) |5x-3| =-2x + 4

13) |3x-2| =x+6

14) [x2 - x- 3] = [x2 - 6]

INECUACIONES CON

VALOR ABSOLUTO

Las inecuaciones con valor absoluto se
resuelven teniendo en cuenta las
siguientes propiedades:

VvV X ; a € R; se cumple.

I.- x| <lal e (x+a)(x-a)<0
x| <lal e (x+a)(x-a)<0

II.- x| > |al e (x+a) (x-a)>0
x| > |lal o (x+a)(x-a)=0

III.- |x| <]al @a>0n[-a<x<a]
x| < aca>0nr[-a<x<al]

Ix] >raeox<-av x >a
Ix| >aex<-a v x >a

IV.-

EJERCICIOS l

01. Resolver:

13x-2| < |2x- 1]
Solucion:
Dado que :

lal < |b]l @ (@a+b)(@a-b)<0

para la inecuacién dada, se tendria:
Bx=-2+2x-1)(3x-2-2x+1)<0
X =§
5
C

(5x - 3) (x - 1) <0 =&y
X =1
de la recta real:

A
v

=00 0

ol w

Vemos que: X € < g ;1> (Rpta)

02. Resolver:
Ix2-x| > x-1

Solucion:

Desde que :

|a|>b<:> a<-bvax>hb

La inecuaciéon dada se transforma en:
X2-x<-(x-1)vx>-x>x-1

Resolviendo cada una de las
inecuaciones:
10-x2-x<-x+1
x2-1< 0
X =-1
(x + 1) (x-1) < 0 2L v
Xx =1

0 1 0 1
Vemos que: xe<-1 ;1>..... (o)
20-x2-x >x-1
x=1
(x-1)2 > 0 _PC.
x=1

En la recta real:

Vemos que X € < - ;1> U <1, oo >... (B)
Dado que la solucién es (a) U (B):
Xe<-0;1>U<1l;0>6 xeR - {1}

03. Resolver:
|13x-2| <5
Solucion:
De acuerdo a las propiedades establecidas
como: 5 > 0; entonces:
-5<3x-2<5
sumando “2” a todos los miembros
5+2<3x-2+2<5+2

-3<3x<7
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dividiendo entre 3:

-1<X<Z
3

b) Para el intervalo < % ; 2], lls signos

de los valores absolutos son (+ , - );

X e<-1; g> de donde:
-2X+1-x+2<2
04. Resolver: “3x<-1
|2x + 5| > [5x- 2] 1
Solucién: Xz 2
Como:|lal > [bl = (a+b)(a-b)=>0 l >
|
en la inecuacion dada se tendria: = 0 1 e ¢ T o
(2X + 5+ 5x = 2) (2x+ 5 - 5x + 2) > 0 1,7 1 2(3)
(7X+3)(-3X+7)20 X e< E’ ......... Denvers
cambiando el signo de x c) Para el intervalo : <2; « >: los signos
X = _3 de los valores absolutos son (+ , +)
P.C. ! de donde:
(7x+3) (B3x-7)<0 ——/ '
v 2X+1+x-2<2
X=3 -x<3
en la recta X2 ':f’—_>
-4 w ‘
: + I + > -00 -3 o ! + o0
- -3 7 i+
- 7 8 Pxe<2 H I (6)
. ! La soluciéon de la inecuacidon propuesta
Vemos que: X F .
\ <b ) estara dado por () U (B) U (0)
05. Resolver: 7 3 <—oo;—E]U<E,2]U<2;oo>=<—oo;oo>
| x-2]-l2x-1]<2 v 2
Solucion: X e R Rpta.
Igualando cada valor absoluto a cero
para determinar los puntos de corte en
la recta real; vemos que:
EJERCICIOS
| | 2x -1 |x-2|
* v Resolver:
-0 0 2 .
% T a) |2x-7|<2
. iy . b) [3x-1[>5
La inecuacioén a analizar es:
“l2x-1l+ I x-2]<2 ) 4x-3[<l2x-5|
- | intervalo: T d) | 7x-3]>5x-4]
a) Para el intervalo: < ©; E], 0s e) 13x-2] <x=-2
signos de los valores absolutos son: f) Ix +2| - [x-3]>1
(-, -) de donde: +2 ] - |x- 1
2X - 1-x +2<2 9 Ix+2]-lx-3l<
x<1 hy | X |>1
D | x-1
< | - l i) Ix2-1] < x+ 2
"0 0 11+ ) 2x-1 | _ | 3x-2
X€e<=00; = ] iiiiiinennnnnn, 2 ... (a) ) 3x -2 2x -1
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INECUACIONES EXPONENCIALES l

Son aquellas inecuaciones cuya
incognita se encuentra en el exponente
y sus criterios de soluciéon son:

I. En toda desigualdad, si las bases

son iguales y mayor que la unidad,
al comparar los exponentes, el
signo de la desigualdad no se
invierte, es decir:

Si la base es mayor que la unidad
(a>1); se cumple:

10 |aP® > a ) = P (x)
20 |aPtd > g Q) — P (x)
39 |aP® <a ) — P (x)
40 |aP® < g ¥ = P (x)

> Q (x)
> Q (x)
<Q (x)
<Q (x)

EJERCICIOS l

01. Resolver
52x—3_25—x+2 > 0

Solucion:
Expresando la inecuacion
convenientemente, se tendria:

5 2x -3 > 25 -X + 2

5 2x -3 > 25 -2x + 4

como; la base es mayor que la unidad,
se cumple que:
2X-32-2x+4

4x>7
7 y ' >

’
xe [ ;] ‘
02. En que intervalo se satisface la
desigualdad.

(1) 2t

2
Solucion:
Expresando en base 2
x_1
2-Ix-1l 5 24 2

como la base es mayor que la unidad:

recordando:
lal <b &b >0 A [-b<a<b]

se tendria:
10.- Universo de solucidn

1 x X 1

Z-25>0->-2>-2

2 4 4 2

X < 2

29.- De otro lado:

T P

2 4 2 4

-2+ X<4x-4<2-X
resolviendo por partes:
4Xx-4>x-2 ii)d4x-4<2-X

3x>2 5x<6

2 6

X > — X < —

3 5

-‘oo 0 E 9 +<;o
Xe <= ; —>
3 5

interceptando con el universo:

P
<«

N 77

0 2 +00

- o0 2 8
3 .5

- 2.8
Rpta. C.S.; x e<3, c >

II. En toda desigualdad si las bases son
iguales y su valor estda comprendido
entre ceroy uno (0 <base<1) al
comparar los exponentes el signo de
la desigualdad se invierte, es decir:

Si la base estd comprendida entre
cero y la unidad (0 < a < 1); se
cumple.

10 |aP®) > a3 ) = P (x) <Q (x)
20 |2 > a9 = P (x) <Q (x)
30 |aP® < 3 2 = P (x) > Q (x)

40 |aP® <a ) = P (x) >Q (x)
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EJERCICIOS l

01. Resolver
1 x—3]
(2)

solucion:

®©| -

Colocando en base [;j , se tendria:

(3
f— < —
2 2
Como la base estd comprendida entre
cero y la unidad.
| x-3]>3
recordemos que :

|a|>b &Sa<-bv a>b

con lo cual:
X-3<-3 v X-3 >3
Xx<0 Vv X >6
Graficamente:
_;o o 6 +o0
Rpta: Xxe<-w,0>U<6; 0>

02. Resolver

x-6W < x+6W

Solucion:
Transformando los radicales a
exponentes fraccionarios, se tiene:
X+6 X—6
(075)x—6 < (015)x+6

como la base esta comprendido entre
cero y la unidad, al comparar los
exponentes, el signo de la desigualdad
varia, es decir:
X+6 X-6
>
X—6 X+6

como el segundo miembro debe ser
cero:
Xx+6  X-6
X—6 X+6
efectuando las operaciones indicadas, se
obtiene:

>0

g
N[x=0
X
>

(x+6)(x-6) - 0 Es
Dfx=6
X = -6

\

Graficando en la recta real:

NI\

S

Rpta. xe<-6;0]U<6; 0 >

INECUACIONES IRRACIONALES l

Son aquellas  inecuaciones cuyas
incognitas se encuentran afectadas por
radicales o exponentes fraccionarios.
De otro lado como las inecuaciones solo
se verifican en el campo de los nimeros
reales, se cumple el siguiente principio
fundamental.

+00

Principio fundamental.- En toda
inecuacion irracional de indice par, las
cantidades subradicales deben ser
mayores o iguales a cero y esto nos
determina el universo dentro del cual se
resuelve la inecuacion dada.

Ejemplo.- Dada la inecuacion

2”\/ f(x) + 2n+1lg(x) <0

nezt

entonces la inecuacién se resuelve para
valores que estén comprendidas dentro
de las soluciones de : f(x) > 0

Existen diversos casos de inecuaciones
irracionales presentaremos algunos de
ellos y su forma de resolverlos.
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01. Resolver
Jx-3+ /8-x >0

Solucion

El conjunto solucion a esta inecuacion
esta determinado por la interseccion de
los universos de cada radical, es decir;

Up: X -3 >0 - x>3
U:8 - x >0 —» x<8
Conjunto soluciéon Ui n Uz
; | ] * >
- 0 3 8 +00
Rpta: xe[3; 8]

02. Resolver:

Jx+3 + 4/x-2 <5

Solucion
19.- Determinacion del universo
X+3>20 A Xx-2 20
X >2-3 A X = 2

-0 -3 0 2 +
Universo xe [ 2, o>

Vy

R /

20- Pasando un radical al segundo
miembro.

JX+3 <5 - 4x-2
30.- Elevando al cuadrado los dos

miembros de la inecuacion.
X+3<25-10 /x-2 +x-2
10 /x-2 <20
Jx=-2 £2
40.- Elevando al cuadrado
X—-2<4
X<6
50.- Interceptando con el universo

< ‘ . * >
Rpta. xe[2,6]

| oBservaciON |

Algunas inecuaciones irracionales de
indice par se transforman en sistemas,
como las que mostramos a continuacion:

a) Si: 2 /f(x)< 2n/g(x), entonces:
(F ()20 oo, (o)
< A
f(X)<g (X) cerriiiinnnnns (B)
b) Si: 2n[f(x) < 2n/g(x), entonces:
(F ()20 oo, ()
3 A
F(X) <G (X) ererrnnenrnns (B)
c) Si: 2n/f(x) > 2n/g(x), entonces:
GO) 20 rreeeeereaeinnns ()
F(X) > G (X) ererereerinnns (B)
d) Si: 2n/f(x) > 21[g(x), entonces:
F(X)20 evverreenernen, )
F(X)2 G (X) eerereerinnns (B)

Ejemplo: Resolver:

]_6'i > ’\/16'X
3 x2

Solucion
Para este caso, se cumple:

16 = X2 0 toveeeeeeeeeenannn, (1)
16 - 1 516 =X wervvrnns (2)
X2
De ....... (1)
16 -x>0—-5x<16
Xe<-0;16] ciiiiiiiiiiiinnnnns ()
De ......... (2)
3
16- % >16-x » X120
X X
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factorizando el numerador:

- 2 P.C
(x-1) (x +X+1)2 0

2 X

D:{x=0
\

Graficando en la recta real:

7

A
o—14+—0@
A

o

Interceptando (o) y (B) obtenemos

la
solucidn final
. W77 4
-0 0 1 16 +oo

Rpta. x e [1;16]
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JJNJ(E'Q ONES
-"\JNJG‘E\JNJE‘)
GRAFICAS D

DEFINICIONES BASICAS l

PAR ORDENADO.- Es un ente
matematico formado por dos elementos,
denotado por (a ; b), donde “a” es la
primera componente y “b” es la segunda
componente. En términos de conjunto de
el par ordenado (a ; b) se define como:

(a; b) ={{a};{a;b}}

Igualdad de pares ordenados.- Dos
pares ordenados son iguales si y solo si
sus primeras y segundas componentes
son iguales respectivamente, es decir:

(a;b)=(c;d)e=a=cab=d

Ejemplo.-1.- Si los pares ordenadas (2x
+ 3y; 7x - 2y), (13;8) son iguales,
hallar el valor de (x-y)

Solucion :
Ya que los pares ordenados son iguales,

or definicién se cumple.

2X + 3y =13 . (1)
7X =2 = 8 i (2)
Resolviendo el sistema por
determinantes.
13 3
N 8 -2 —-26-24 _
2 3 -4-21

S IOIVIINLOSS
E-S E(E!j&\_\__.li's

= ¢
—l

E FUNCGCIONE

2 13
7 8 -
v - _ 16-91 _
2 3 -4-21
7 -2

EJERCICIOS l

1. Calcular : (x + y) si los pares
ordenados.
((a + b) x - (a-b) y; 2a22b2) y
(4 ab; (a-b)x + (a + b)y) son iguales.
Rpta. 2a.

2. Si los pares ordenados

4 5 .3 1
X+y-1 2x-y+3'x+y-1 2x-y+3

5 7 . .
Yy (— 5;_ 5} son iguales, determine el

valor numérico de : x”/ +y* Rpta. 17

PRODUCTO CARTESIANO l

Dado dos conjuntos A y B no
vacios, se define el producto
cartesiano A x B como el
conjunto de pares ordenados (a,
b) tal que a cA A b < B; es decir:

AxB={(a;b)/aeA ArbeB}

En el conjunto de pares ordenados
(a,b), las primeras componentes se
encuentran en el conjunto A y las
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segundas componentes en el
conjunto B.

Ejemplo 2.- Dado los conjuntos

A=A{1,2}yB={a b}
Determine a) AxB
b)B xA

SOLUCION
a. Mediante el "Diagrama de arbol”

A B AXx B
a—— (1, a)

b—» (1; b)

a—— (2; a)

A

b—» (2; b)

A x B = {(1;a), (1;b), (2;a), (2;b)}
b. De otro lado

B A BxA
1— » (a;1)

2——» (3;2)

11— (b;1)

A

2—— (b;2)

BxA={(a;1), (a;2), (b;1), (b;2)}
En este ejemplo vemos que :

AxB #BxA
OBSERVACION.- El producto cartesiano
se puede extender a tres o mas
conjuntos no vacios, es decir:

AxBxC={(a,b,c)/ a eA A beB A c eC}

Donde (a, b, ¢) es un terma ordenada
definida en términos de conjuntos.

(a, b,c) = {{a}, {a, b}, {a, b, c}}

PROPIEDADES GENERALES
DEL PRODUCTO CARTESIANO

1. Si n(A) es el numero de
elementos del conjunto A y n(B)
es el nimero de elementos del
conjunto B, entonces n (A x B) =
n(A).n(B) es el numero de
elementos del producto cartesiano
A x B.

2. El producto cartesiano en general
no es conmutativo , es decir
AXxB=BXxA, amenos que A = B.

3. A X B = ®; si A es vacio o B es
vacio.

4, N (AxBxC)=n(A).n(B). n(C)

Ejemplo 3.- Dado los conjuntos

A={X e€Z/6<x-2<12}
B ={X €Z/-4<x+3<9}
¢Cuantos elementos tiene, A x B?

Solucion :
Para el conjunto A, se cumple:

6<x-2<12
Sumando 2 a todos los miembros de la
desigualdad, se obtiene.

8<x<14

A=4{9,10,11,12,13} > |n(A) =5

Para el conjunto B, se cumple:
-4<X+3<9

Adicionando -3 a todos los miembros de
la desigualdad, se obtiene:
-7<x<6

B={-7,-6;
_3._4.

4 !

;-4;,-3;-2,-1,0;-1,-2;
s

Con lo cual n(B) = 13

-5
-5

n(A xB)=n(A).n(B)=(5) (13)= 65

Ejemplo 4.- Dado los conjuntos
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A‘ B :
Determine graficamente :
i)AxB ii) BxA

Solucioén
i) Graficade: AxB
B

A

i) Grafica de B x A
AA

dei)yii)vemosque: AxB= Bx A

EJERCICIO l

1. Dado los conjuntos

A={XeN/X-2< 23}
B={XeZ% /X>3<6}
C={XeZ/3<X-6<12}

¢Cuantos elementos tiene : A x B x C?
Rpta. : 108

RELACIONES l

Definicion.- Dadas dos conjuntos Ay B
no vacios, se llama una relacion R de A
en B a un subconjunto cualquiera de A x
B.

R es una relacibon de AenB< R c A Xx B

Nota.- Una relacion de A en B se llama
también relacion binaria.

Definicion.- Un conjunto R es una
relacion en AsiysolosiRcAx A

Ejemplo 5.- Dado el conjunto
A = {1, 3, 5} y una relacion R en
A definida por:

x,Y) R&= y=x+2
Cuantos elementos tiene R.

Solucion :
Notemos que el conjunto A x A es :

A x A ={(1;1), (1;3), (1;5); (3;1)
(3;3),(3;5),(5,1);(5;3);(5,5)}

Luego una relacién R en A de elementos
(x, y)talquey = x + 2 es:

R = {(1;3), (3;5)},; vemos que la relacion
R tiene 2 elementos.

Ejemplo 6.- Sea el conjunto
A=4{2,4,6,8}. Donde las relaciones
Ri y R, en A estan dadas por :

Ri={(x,y} x+y=10}
Ro={(x,y)/y=x}
Hallar : n (R1) y n (Ry)
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Solucion :

Teniendo en cuenta que :

R: = {(x, y}/ x + y = 10} entonces
Ri = {(2;8), (4;6),(8;2),(6;4)}

De otro lado

R>= {(X, y)/y =x} entonces
Ro={(2;2); (4;4);(6;6);(8;8)}
~n(Ri)) =4yn(R) =4

CLASES DE RELACIONES l

A. Relaciones reflexivas.- Dado un
conjunto R de pares ordenados R es
una relacion reflexiva” en A

Si:vaeA; (a;a)eR

B. Relaciones Simeétricas.- Dado un
conjunto R de pares ordenados R es
una “relaciéon simétrica” en A.

Si:(a;b) e R (b; a) e R

C. Relaciones transitivas.- Dado un
conjunto R de pares ordenados la
relacion R en un conjunto A es una
“relacién transitiva” en A.

Si: (a;b) eR A(b;c) eR= (a;c) e R

D. Relaciones de equivalencia.- Una
relacion R en un conjunto no vacio A
es una “relacion de equivalencia” en
A, si en forma simultanea satisface
las siguientes condiciones:

i. R esreflexiva :
VaeA; (a;a) €R
ii. R es simétrica :
(@a;b) e R =2 (b; a) eR
iii. R es transitiva.
[(a;b) eR A(b;c) eR] = (a;c) e R

DOMINIO Y RANGO DE

UNA RELACION

A/\B

Dom (R) (x,y) e R
R es una relacion de A en B si
ReAXxB ; donde:
AxB={(x,y)/xeAAryeB)
Dominio de la relacion R .- Es el
conjunto de todas las primeras

componentes de los pares ordenados de
R, es decir:

Dom (R) = {x/ (X, y) € R} C. A.

Rango de la relacion R.- Es el conjunto
de todas las segundas componentes de
los pares ordenados de R, es decir:

Rang (R) = {y /(x,y) e R} =B

Ejemplo.- Dado los conjuntos

R

A/\‘B

Donde R es una relacion de A definida
por:

R = {(1,5), (2,8), (3,5), (2,7)}
Determine : Dom (R) y Rang (R)
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Solucion: Observacion.- Dos pares ordenados

Como el dominio estd determinado por
las primeras componentes.
Dom (R) = {1, 2, 3}

De otro lado como el rango esta
determinado por las segundas
componentes :

Rang (R) = {5, 8, 7}

EJERCICIOS l

1) Dado los conjuntos:

A=1{1,4,9 AB=1{2,8,9
Ri y Rz son relaciones de A en B tal que:
Ri={(a,b)eAxB/a>b}
R={(a,b)eAxB/a+b>6}
Determine : n (R1) + n (Ry)

Rpta. 9

2) Dado el conjunto
A=1{1,2,3,4,6,8 " ylarelacion R en
A : R = {(Xx,y) /5 es divisor de x + vy},
hallar la suma de todos los elementos del
dominio de R.

Rpta.

3) Dada la relacién R definida en los
numeros reales:

R={(x,y)/ Ixyl <6}

el valor veritativo de :

I. R es simétrica

II. R es reflexiva

III. R es transitiva

IV. R no es de equivalencia
es: Rpta. VVFV

IFUNCIONES| l

Dado dos conjuntos no vacios “A” y “B” y
una relacién f < A x B, se define:

“f es una funcion de A en B si y
solamente si para cada x € A existe a lo
mas un elemento y € B, tal que el par
ordenado (x, y) e f".

distintos no pueden tener la misma
primera componente; para la funcion f.

X;y)efa(X;2)efeoy=2

Siendo A = Conjunto de partida
Y B = Conjunto de llegada

i) Son funciones:

f1

O o
v
-~ 0O Q

ii) No son funciones

fa fs
A B A /\
2
— <
iy ; .

DOMINIO Y RANGO DE UNA
FUNCION

Dominio de f: Dom (f)

Se llama también pre-imagen y es el
conjunto de los primeros elementos de la
correspondencia que pertenecen al
conjunto de partida A. (Dom (f) < A)
Rango de f = Rang (f)
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Llamado también imagen, recorrido o
contradominio, es el conjunto de los
segundos elementos de la
correspondencia que pertenecen al
conjunto de llegada B (Rang. (f) = B)
Ejemplo.- Dada la relacién representada
por el diagrama sagital.

f1
\ ——

74

Hallar Dom (f) A Rang (f)

Solucion:

Vemos que la funcidn esta dada por:
f=1{(a; ), (b;e), (c; f), (d;h), (i;9)}
luego por definicién:

Dom (f) = {a; b; c; d; i}

Rang (f) = {f; e; h; g}

APLICACION '

La funcidén f se denomina aplicacion de A
en B si y solamente si todo elemento x €
A sin excepcién, tiene asignado un
elemento y € B y solamente uno, en tal
caso se denota de la siguiente forma:

ftA—> B v A —L»B

Para este caso

Dom (f) = A ARang (f) c B

FUNCION REAL DE VARIANTE

REAL

Si los conjuntos A y B, de partida y llegada
respectivamente de una funcion f son
conjuntos de numeros reales, entonces f es

una funcidén real de variable real y por ello f
tendra una representacién grafica en el plano
R2. Existe una relacién univoca entre la
variable independiente x y su imagen la
variable dependiente y; es decir:

f={(x; y) e RxR/x e Dom(f) ny = f(x) }

Propiedades Geométrica.- Una relacion f
— R x R es una funcién real, si y solo si,
A\Y n”

toda recta vertical o paralela al eje “y
corta a la grafica f a lo mas en un punto.

Respecto a las graficas:

y L y
y A

\
f f2
f1 ~ R
X

o
o

f1 es funcion f2 no es funcion
L corta en un punto L corta en dos puntos

FUNCIONES ESPECIALES l

Funcion constante.- Se simboliza por C y
su regla de correspondencia estd dada
por C (x) = f(x) = k

y

A

v

v
x

0
i) Don (f) R i) Rang (f)

K

Funcién Identidad.- Se simboliza por I, y su
regla de correspondencia es: I (x) =
f(x) =x
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4 . Y 4 F(x)= /x
45° 1=
0 24 i
| »
i) Dom (f) = R 0 X
ii) Rang (f) =R 1

Funcion Valor Absoluto.- Su regla de
correspondencia esta dada por:

X; x>0
y=fx)=Ixl | 0;x=0
-X;x <0
red
f(x) = | x |
> X
0
i) Dom (f) = R ii) Rang (f) = [0; © >

Funcion Signo.- Se simboliza por
“sgn” su regla de correspondencia
esta dada por:

-1;x< 0
y = f(x) = sgn (x) 0;x=0
y 1;x >0

i) Dom (f) = R ii) Rang (f) = {-1, 0, 1}

Funcién raiz cuadrada.- Se simboliza por
el signo radical ./ y su regla de

correspondencia es:
y =f(x) = Jx

i) Dom(f) =[0; « > i) Rang (f) = [0; «© >

Funcién cabica.- Estd determinada por la
regla de correspondencia.

y = f(x) =

f(x) = x3

> X
I) Dom (f) =R
II) Rang (f) =R
Funcion Escalon Unitario.- Esta

denotado por U y su regla de
correspondencia es:

0; x<0
y=f(x) = U(x) =
1; x>1
U(x)
f(x)= U(x)
1
0 > X

i) Dom (f) = [0; o> ii) Rang (f) = {1}

Funcion Cuadratica.- La regla de
correspondencia de esta funcion
esta dada por:

y=f(x)=ax?+bx+c;a=0
Se presentan dos casos
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1. |a>0 4+  f(x)=ax?+bx+c

Vértice = v (h,k)

V(h; k) = V [_Zt; ; _b2£a4aCJ
i) Dom (f) = R ii) Rang (f) = [-k; «© >

2. |la< 0

Vértice = V(h,k)

X1/1\X2 =

h
s
Vi Ky =v |- P ; _b"A4ac
2a Ja

i) Dom (f) =R

N——

i) Rang (f) = <- o, k]

Funcion Inverso multiplicativo
Es aquella funcién cuya regla de
correspondencia es:

y = f(x) = %; donde x =0
yA

f(x) =

X | =

i) Dom (f) = R-1{0} ii) Rang (f) = R -{0}

Funcion maximo entero.- Es aquella
funcion definida por:
f(x)=[x];Sin<x<n+1; nez

Dando valores a n
-2,;Si-2<x<-1

-1;Si-1<x< 0
f(x) = [X] 0;Si 0<x< 1
1;Si 1<x< 2
2;Si 2<x< 3
A
y
1|l--——— -
|
2 - - +
I |
et
x o
- A | | >
-3 42 -Irl 1 2 3 X
|
A
|
— 4 -2
i) Don (f) = R i) Rang (f) = Z
EJERCICIOS l
1. Hallar el dominio y rango de la
funcion:
f()() = L‘X‘ ; X0
Solucion
X; x =20
Dado que |x| =
- x; X< 0

la regla de la correspondencia de la
funcioén f(x), donde x = 0; es :

X*X_ 2 x>0
X
f (x)
X"X_0; x<0O
* y
Graficando: 4
f(x):x+xx

i) Dom (f) = R- {0} ii) Rang (f) =
{0, 2}
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SUCES
ROG

"@L'LE

SUCESIONES l

Una sucesidn es un conjunto de
nimeros que presenta un cierto orden
de acuerdo a una ley de formacién.

En términos de conjunto las sucesiones
se expresan como :

S = {all dz, as,

Toda sucesion debe ser determinado a
través de su término e-nésimo (an), es
decir:

Paran=1-> a:

Paran=2-> az

Paran =3 > a3

En general un término cualquiera de la
sucesion tal como ax, se obtiene a
través de an cuando n = k. Son
ejemplos de sucesiones :

a. P=4{3,5,7,09,..... , (2n+1),...}

b. Q ={1,4,9,16,....., n2,......... ¥

c. R=4{1,1,2,6,24,....,(n-1)!,..... )

CLASIFICACION DE LAS

SUCESIONES

Atendiendo al nimero de términos las
sucesiones pueden ser :

a. Sucesiones finitas.- Son aquellas
gue tienen un numero limitado de
términos.

LRESIONES
ROGRESIONES G

S IONES
\WUEMJEIFHGJ'E\)J
GEQ !M'JE-'II‘EHGJALJ

Ejemplo:
A=1{6,9, 12,15, 18, 21, 24, 27}

b. Sucesiones infinitas.- Estas
sucesiones se caracterizan porque

sus términos son ilimitados.
Ejemplo:
P =¢{-1,2,7, 14, ....., (n2-2),....}

SERIES.- Se llama serie a la suma
indicada de los elementos de una
sucesion, es decir dada la sucesion.

S = {a1, A2, A3, terirranns 7 Any seraeas }
La serie esta representada por

o0

Ya,=a +a,+a; +
n=1

Dependiendo de que la sucesion sea
finita e infinita, las series seran finitas e
infinitas.

TIPOS DE SERIES l

Entre los de interés tenemos :

a. Las Progresiones.

- Progresidn aritmética.

- Progresién geométrica.

- Progresidon Armonica.

b. Series de potencia de los nUmeros
enteros positivos.

c. Series numéricas relacionadas con los
numeros enteros positivos.

d. Series que involucran combinatorias.

e. Series recurrentes.
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PROGRESIONES l

Son Sucesiones numéricas cuya ley de
formacion se establece a través de una
suma o multiplicacion constante.

PROGRESION ARITMETICA l

Definicion.- Las progresiones
aritméticas o diferenciales son
sucesiones de numeros donde un
término  cualquiera después del
primero es igual al anterior mas una
cantidad constante (distinta de cero)
llamada razon o diferencia de la
progresion.

Simbolos de una progresion aritmética.
P.A. : Significa progresion aritmética.
+ : Inicio de una P.A.
ai: : Primer término de la P.A.
an : Ultimo término de la P.A.

: nUmero de términos de la P.A.

r : Razon o diferencia constante.
Sn  : Suma de los n primeros términos
de una P.A.

m : Medios de una P.A.

Representacion general de una P.A.
Las sucesiones aritméticas finitas de

razon “r” y “n” términos se representan
bajo la forma.

Extremos de la P.A,

~

m = n - 2 (medios)

Aritméticos
Medios : o}
Diferenciales

r<0
v v

Primer
Término

Ultimo
Término

Razon :r=a - ai ..... = an — an-1
Ejemplos de P.A. ap .6
an 118
a). =+6.9.12.15.18 >3 :9-6=3
n :5
m 3
a .9
. an -1
b)- e 9-7-5.3.1-_1 9 r -7_9:2
n :6
m :6-2=4

De los ejemplos vistos las progresiones
aritméticas pueden ser :

a). P.A. creciente (razén > 0)

b). P.A. Decreciente (razén < 0)

PROPIEDADES GENERALES DE LAS
PROGRESIONES ARITMETICAS

Propiedad 1.- En toda P.A. de “n”
términos y razén “r” el dltimo término
es igual al primero mas (n-1) veces la

razon, es decir :

an=a1+(n-1)r

DEMOSTRACION
Sea la progresion aritmética
— A1 . A2 . A3 .iierenes dn-2 . dn-1 . An

Por definicion sabemos que :

dk = dk-1 + r
Expandiendo :

K=234,...n

21 = a \
a5 = af +r
23 =27 +r
24 = 25 +r
> (n-1) veces
ez = astr
Bl = Bratr
dn =/a-n41+rj

an=4a +r+r+...... +

(n—1) veces
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Slan=a+(n-1)r
Propiedad 2.- En toda P.A. de razdn
“r” y “n” términos:

— A1 . A2.evrnns Aperians dge..es dn-1.dn
el término de lugar “q” en funcién del
término de lugar “p” estd formulada

por:

ag=ap+(gq-p)r

Propiedad 3.- En toda P.A. de “n”
términos y razén “r”, un término
cualquiera que ocupe el lugar K-ésimo
contado a partir del extremo final es
igual al dltimo término menos (k-1)

veces la razon, es decir:

ak=an-(k-1)r

Propiedad 4.- En toda P.A. de "n”
términos y razon “r”, la suma de los
términos equidistantes de los extremos
es una cantidad constante e igual a la

suma de los extremos, es decir :

A\} n”

“p” términos p” términos

Se cumple que
ap + aq = ai + dn

DEMOSTRACION
Dado que “ay” y “aq” equidistan de los
extremos.
ap=a1+ (p-1)r.ccceeennnn.n. ()
ag=an- (P-1)r.cccccevnnnns (B)

Sumando miembro a miembro (a) y (B)
obtenemos :

ap +aq =ai + an| l.q.q.d.

Ejemplo : En la P.A.
+7.12.17 .22 .27 .32 .37 .42.
Se observa que :

v ¥ v v

+7.12.17.22.27. 32. 37. 42

ar + an = 12+37= 17+32 = 22+27=49

Propiedad 5.- En toda P.A. de un
numero impar de términos, el término
central “a.” es igual a la semisuma de
los términos equidistantes de los
extremos e igual a la semisuma de los
extremos.

En la P.A. de “n” términos y razéon “r”,
CUyo esquema es

“p” términos “k” términos “k” términos  “p” términos

ac = término central
Se cumple que :

_a, +a, 4dp,+tad,
b 2 2

Ejemplo : En la P.A.
+8.12.16.20.24.28.32

dc = 20
Se cumple que :
o _8+32_12+28 16+24 _

20
¢ 2 2 2

Propiedad 6.- En toda P.A. de tres

términos, el término central es la media

aritmética de los extremos.

En la P.A.
+X.Yy.2

 X+z

Se cumple que : 5
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Propiedad 7.- La suma de los “n
primeros términos de una P.A. de razon
“r”.

— ai. az . dn-1. dn
es igual a la semisuma de los extremos
multiplicado por el nUmero de términos,

es decir:

s, z{a1+an}n
2

DEMOSTRACION
En la progresion aritmética.
T Q1. A2 cieiririiiiiiiineiisanassnsssnnes An-1 . An

La suma de los “n” primeros términos es

Sh=ai+az .......... + an-1+an ceeeennns ()
o}
Sh = antani «eennens +az +a1 ..eeennnnn (B)

Sumando miembro a miembro

25 :@+an)+(a2+an_l)+ ....... +(a, +a,)
: "n" tér min os

Como la suma de los términos
equidistantes es una cantidad constante
e igual a la suma de los extremos.

2S, = (a;+a,)+@;+a,)+....... +(a; +a,)
"n" tér minos

Sn :[al;anj

De otro lado, como :
an=ai + (n-1)r

s, - [Zaﬂn—br}n
2

Propiedad 8.- En toda P.A. de un
nimero impar de términos y término

central “a.”, la suma de sus “n” términos
esta dado por :

Sn=ac.n

INTERPOLACION l

A\Y

; n (#impar)

”

Interpolar “m” medios diferenciales
entre los extremos “a:” y “a,” de una
progresion aritmética, es formar la
progresion. En efecto para la P.A.

*m” medios
Los datos conocidos son :
Primer término : a:
Ultimo término : an
Ndmero de términos : n = m + 2
El elemento a calcular es la razén : r

De la formula : an=ai + (n-1) r

Como:n=m+2->an=ai+ (m+1l)r

an_al
m+1

Obtenemos:| r =

Conocida la razéon vya es
interpolar o formar la P.A.

OBSERVACION l

En la resolucién de problemas sobre P.A.

es necesario expresar los términos de la

progresion bajo las siguientes formas :

i Si el nimero de términos es
impar, la razéon a considerar es
“r

Ejm: Para 3 términos; se tendria :

posible

"
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+~(@a-r).a.(a+r)
Si el nUmero de términos es par,
la razon a considerar es “2r”".

Ejm: Para 4 términos; se tendria:

01.

02.

~(@-2r.(@-n.(@a+r).(@+2n

EJERCICIOS l

En la P.A.
+-16. -13.-10 ..oveininennns
Hallar el término de lugar 19.

Solucion :
En toda P.A. un término
cualquiera se determina por la
féormula :

an=as+(n-1)r

ai = -16
donde: n= 19
= 3

Reemplazando valores
a0 =-16+ (19-1) (3)

aio = 38 Rpta.

En la progresion aritmética.

“"m” medios “*m” medios
Determine el valor de m si la
suma de sus términos es 782.

Solucion :

En la P.A. se observa que el
término central: ac = 46

NUmero de términos : n = 2m+3

03.

Suma de términos : Sn = 782

Dado que :

Sh=ac.n| > 782 = 46 (2m+3)
2m + 3 =17

De donde :| m =7

En la progresidn aritmética.

El numero de términos
comprendidos entre 16 y 46 es el
triple de los comprendidos entre 4
y 16. Hallar la suma de todos los
términos de la P.A.

Solucion :
De acuerdo con el
tenemos :

enunciado

“Xx” term. “3x” term.
a1 =4
Entre 4y 16< an = 16
n=x-+4+2

De la férmula :|an = a1 + (n-1)r
16 =4+ (x +1)r

12
C 3 ST
X+1 ()
a1 = 16
Entre 16 y 46 an = 46
n = 3x+2

De la féormula :
46 = 16 + (3x+1)r

30
=3 5]
3x+1 " (B)

an=a: + (n-1)r

Igualando (a) vy (B)

12 _ 80 5 36x +12 = 30x+30
X+1 3x+1

6x = 18
X =3
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Reemplazando el valor de x = 3 P.G. : Progresién geométrica
en (a) °° : Inicio de la P.G.
12 [elNe]
T 3 t; : Primer término
tn  : Ultimo término
Luego en la P.A. g :razondelaP.G.
-4 n : NUmero de términos
S : Suma de los términos de la P.G.
3 term. 9 term ..
p : Producto de los términos de la

Tenemos los datos :

ai =4

an=146 > S, {alzan}n

n=15

De donde : S;; = (4+246j15

Sis = 375

04. Cuantos términos de la P.A.

Se deben tomar para que su
suma sea 72. Rpta. 9.

05. Si, Sn =3n (2n - 1) es la suma de
los “n” términos de una P.A.
Hallar el término de lugar “p” que
ocupa dicha progresiéon aritmética.

Rpta: 3 (4 p - 3)

PROGRESION GEOMETRICA l

Definicion.- La progresion geométrica o
por cociente es una sucesién de
numeros, donde cada término después
del primero es igual al anterior,
multiplicado por una cantidad constante
(diferente de cero y de la unidad),
llamada razén de la progresidon
geomeétrica.

Simbolos de una progresion geométrica.

P.G.

S. : Suma limite de los infinitos
términos de una P.G. decreciente
infinita.

REPRESENTACION GENERAL DE
UNA P.G.

A\Y 4

Toda progresidon geométrica de “n

términos y razén “q” se representa de la
siguiente forma :

Extremos
°° ty: ti: ....................... : t”i: th
g © —~

Geométricos
* Medios

Proporcionales

*q+#0 A q =1 (razon)
\ 4 v
Primer Termino ultimo término

La razon de la P.G. esta determinada

por la division de dos términos
consecutivos de la progresion :
g=to b _ b

tl t2 tn—l

Debemos tener en cuenta lo siguiente :
i Si:q>1,laP.G. es creciente :
Ejemplo:

4

=—=2>1
2

°°©2:4:8:16: 32 La P.G. es

creciente
ii. Si; 0 <q <1, la P.G. es decreciente.

http://www.academiaauge.com

CUESTIONARIO DESARROLLADO




ACADEMIA AUGE ALGEBRA
Ejemplo: Propiedad 2.- En toda P.G. el producto
fq _9_1 de dos términos equidistantes es una

27 3 cantidad constante e igual al producto

°° 243 :81:27: 9 % 0<;<1

[elNe)

\La P.G. es decreciente
iii. Si : g < 0laP.G. es oscilante.

Ejemplo:

°° 64:-32:16:-8 —;<0

[elNe)

La P.G. es oscilante

PROPIEDADES l

Propiedad 1.-

En toda P.G. un término cualquiera es
igual al primer término multiplicado por
la razén, donde la razén se encuentra
elevado al nimero de términos menos
uno.

t, =t qnil
DEMOSTRACION
Sea la P.G.

ettt gt g b

en el cual observamos.
t1 = t1 =ty qit
t2 — tl ql = tl q2—1
t3 — tl q2 - tl q3—1
ta =ty q3 =t q4—1

th = t; g™

tr = t1 "' L.q.q.d.

de los extremos, es decir en la P.G.

: l

lltl: - 1 CHPT I:y:b:..............:tIn
[elNe] I

(k+1) términos (k+1) términos.

Xy =1ti.th

Ejemplo : En la P.G.

°° 2 : 6: 18: 54 : 162 : 486
IS S i
Veces que :

6 (162) = 18(54) = 2(486) = 972

Propiedad 3.- En toda P.G. de un
numero impar de términos, el término
central es igual a la raiz cuadrada del
producto de los extremos.

Sea la P.G.
% bl s @IXD e
0o MMM ~———— ~ ~— _

(k+1) términos (k+1) términos

Se cumple :

X =.,/t,.t,
Ejemplo:
En la P.G.

°°© 3:6:12:24:48 :96: 192
Término central

Vemos que :

24 = .[3(192) = /576

Propiedad 4.- En toda P.G. finita el
producto de sus términos es igual a la
raiz cuadrada del producto de sus
términos extremos, elevado al nimero

http://www.academiaauge.com

CUESTIONARIO DESARROLLADO




ACADEMIA AUGE

ALGEBRA

de términos de la  progresion

geométrica, es decir:

P = (tl'tn)n
DEMOSTRACION
Sea la progresidon geométrica.
R TN o S th-1 1t
El producto de sus términos es:
P=t1.t2. ............... tn-l.tn
éZP S T O T L.t

multiplicando miembro a miembro.

A\Y 14

n” paréntesis

P2 = (tl tn) (t2 tn—l) ................ (tn tl)

Dado que el producto de dos términos
equidistantes es igual al producto de los
extremos.

P> = (t1. tn)

Propiedad 5.- La suma de los términos
de una P.G. finita es igual al ultimo
término por la razén menos el primer
término; todo esto dividido entre la
diferencia de la razén y la unidad.

L.g.q.d.

S:tn'q_tl
q-1
Dado que: th = t; q"?
S = tl(qn _1)
q-1

Propiedad 6.- El valor limite de Ia
suma de los infinitos términos de una
P.G. infinita decreciente es igual al
primer término dividido entre Ia
diferencia de la unidad y la razén,
donde necesariamente el valor absoluto
de la razéon debe ser menor que la
unidad.

;lgl<1

INTERPOLACION l

Interpolar medios geométricos entre dos
nimeros dados es formar una
progresion  geométrica donde los
extremos son los niumeros dados.

Sea la progresion geométrica:

SR ST o th-1 : th

oo

~—
w ”

m"” medios geométricos

la razén que determina la interpolacién
esta dada por:

t

g = m+ -n
Nty
Ejemplo # 1.- Calcular el valor limite
de la suma:
1 2 3 4
S= "4+ 4+ 4 i 00
2 4 8 16
Solucion:
Obsérvese que:
2 1 1
— =4 —
4 4 4
8 8 8 8
4 1 1 1 1

+ +
16 16 16 16 16

Con lo cual “S” se puede agrupar de la
siguiente forma:
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Cada paréntesis representa la suma de
infinitos términos de una progresion

et e e , 1
geomeétrica infinita de razon q = 5 por

consiguiente:

1 1 1
S = 21+ 41+ 81+ ........ o0
1-=- 1-= 1—-=
2 2 2
S=1+4+ "4+ "4 . o0

esta Ultima serie, también es una
progresion geométrica infinita

. . 1
decreciente de razon q = E; entonces:

— |S = 2| Rpta.
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LOGARITIMOS
ECUNGIONES LOGARITIIGAS

DEFINICION l

El logaritmo de un numero “N” real y
positivo (N > 0), en una base “b” mayor
que cero y diferente de la unidad (b > 0 A
b # 1) es el exponente real “a” tal que
elevado a la base “b” se obtiene una
potencia (b?) igual al nimero (N).

En efecto observemos los siguientes
ejemplos:

es el logaritmo
de en base

es el logaritmo

1. 2°=32=>

2. 32=1_
9
de en base
@ es el logaritmo
6
3. 2 =8 =

de en base

en general tendriamos que:

A\ /4

a” es el logaritmo
Si: b?

I
=
U

de “N” en base “b”

Expresando matematicamente:

- Nimero _ Exponente
|- Logaritmo ~ Numero
Llog N =a a Y
b *—‘ ™ =N
Forma Forma
Logaritmica Exponencial
— Base — Base

Vemos que: Logaritmo y exponente
significa lo mismo siendo la Unica
diferencia las notaciones matematicas en
la cual estan representados, asi tenemos
las formas logaritmicas y exponencial
respectivamente, donde una de ellas esta
ligada a la otra.

Es decir:

1. Si:log N=a - b'=N

2. Si: b® =N — Long:a

Debemos familiarizarnos con estas
férmulas a través de los siguientes
ejemplos:

i) Paso de la forma exponencial
logaritmica

1. Sit 2*=16 = Log. 16 =4
1 1

2. Si: 53=_°"- = logs - —=-3
125 125

3. sii =9 9=4

= Log 5
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ii) Paso de la forma logaritmica a
la forma exponencial

1. Si: Log 625=4 = 5%=625
5

2. Sii log -t =-3= 73=_1
7 343 343

. 6

3. Si Log £216—6:> J6 =216
Ejercicios:

a. Transforme de la forma

exponencial a la forma logaritmica
0 viceversa segun convenga:
1) 27 =128 2) L0928=3
1

4= = =
3) 4 o 4) Log 3\59 6

5) 53 =125 6) Log 49 =2
7) 3° =243 8) Logﬁl=0
9) 16Y/4 = 2 10) Log , 5 2/2=1

b. Aplicando la definicién de logaritmo
determine “X” en las siguientes

ecuaciones:
11. Log 729 =x 20. Log 3/3 =X
81 9./3
12. L =1 21. L =4
og _ X og )i X
13.log 8=>  22.log 3=2
X 7 X
14. log 32 =x 23. Log X (x-1) =3
64
15.log 125=°> 24.log 5=1
X 2 X-2
16. Log , 2401=x 25. Log , 29 = x
2
17. Log 1=x 26.Log 3.3=x
3\/§ \/§
18. Llog x=1 27.Log (x-2)=0
6\/6 2.3
19. Log 27 =X 28.Log (x-2)=1
o 2./3

EXISTENCIA DE LOS
LOGARITMOS EN R

Por definicion sabemos que:

log N= a <>b%=N
b

Donde:

I\\

namero”: N> 0

!

i) N, ese

v

A

»
»
o0

0 +

Ne<O0; o >

ii) b,esla"base”:b>0Ab=1
0 1

be<0;1>u<l; o >

\

A

+
S

i) a, es el “exponente” 6 logaritmo:
aeR

< * >

< ® >

- 0 + «©

aeR 6 ae< -0 0>

EJERCICIOS l

Nota.- Para hallar el logaritmo de un
numero debemos tener en cuenta la
siguiente relacién:

Log N=a = (Base)*%™° _NOmero
b

Prob. # 1.- Calcular el logaritmo de
5.5 en base 2535
Solucion:

AN

Igualando a “x” el logaritmo pedido, se
tendria:
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Log ﬁzX—)(ZS%)X:5£

2535
El problema ahora se reduce a resolver la
ecuaciéon exponencial para lo cual se

expresa todo en base “5”, es decir:
X

1 1
2 3 5
5e 5 =5.5
como: a™. a"=am™*"| , entonces
Tendriamos:
1 X
2+1 1+l
5 3 =5 2
-
3 3 > 3
5 | =5 55°% =57

siendo las bases iguales, igualamos los
exponentes, es decir:
7x 3 9

. X = Rpta.
3 2 14

IDENTIDADES FUNDAMENTALES

DE LOS LOGARITMOS

Estas identidades nos permite efectuar
cdlculos rapidos en logaritmos, tan es asi
que los problemas anteriores pueden
efectuarse por simple inspeccion.

IDENTIDAD FUNDAMENTAL N° 1

Si el nUmero vy la base de un logaritmo
se pueden expresar en una base comun,
el logaritmo estd determinado por el
cociente de los exponentes de las bases
comunes; es decir:

Log am=" (@a>0 A a=1)
an n

Demostracion:

Por identidad sabemos que a™ =a™

Expresando convenientemente el segundo
miembro tendriamos:

m «— Logaritmo
-]
a = a
NL’Jmero—T T— base
Luego por definicion de logaritmo como

exponente; obtenemos:

m
log am=—
al n

L.q.q.d.

Prob. # 2.- Calcular el valor de:
E =Lo 2 32— Log 5 85
g‘m x/7 g . \F

Solucion:
Expresando en base “2” y base “5” los
logaritmos respectivos, tendriamos:

E=Log 2 3%2- log 535
2.2 52
4 4
E=Log 2% _ Log 5°
2 2
22 5
Como : Log am ="
a” n
entonces:
4 4
_3.3_8_2 =
E_E 5_15 3 mcm = 15
2 1
~8-10 .2
15 15

IDENTIDAD FUNDAMENTAL N° 2
Si el logaritmo de un numero se

encuentra como exponente de su propia
base, entonces estd expresion es
equivalente al nUmero, es decir:

Long

Demostracién:
Por definicion sabemos que:

Long= a o b =N
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De donde: De ... (a) Yy .. (B) concluimos que:

bY =N oo, (3) . )

a = Long ....... (2) Log IDa=Log brna =Log . l/a L.g.q.d.

Reemplazando ...(2) en ...(1) obtenemos:

Ls N
ogb

b =N L.g.q.d.

IDENTIDAD FUNDAMENTAL N° 3

Si al niumero y a la base de un logaritmo se
potencian o se extraen radicales de un
mismo indice, el logaritmo no se altera, es
decir:

a®"=Log "a
b

Lo a=Lo
gb gbm

Demostracion:
Sabemos por la identidad N© 2 que:
Logp a
g = [ ... . (1)
Elevando a la potencia "m” los dos

miembros de la igualdad, se obtiene.
Logba <4— Exponente

m m o logaritmo
2"~ 0"
Nt]mero—T T— base

Por definicibn de logaritmo como
exponente, tenemos que:
Log a=Log a™| .......... ()
b pm
de otro lado en ... (1) extraemos la 1/ a
los dos miembros de Ila igualdad,
obteniendo:

el

ba<—Exponente o logaritmo

NUumero base
Por definicion de logaritmo como
exponente, vemos que:
Log a=Lo Nal .oeeeees. B
9. 90y (B)

A\ /4

Ejemplo.- Para que valor de “Xx” se
cumple la igualdad:

Log x+Llog x3=9
35 4

Solucion

En estos casos las bases de Ilos
logaritmos deben ser iguales y para eso
hacemos lo siguiente:

1. En el primer logaritmo el nimero vy la
base lo elevamos al exponente 3.
2. En el segundo logaritmo al nimero y

a la base le extraemos ./

Obteniendo:
Logzx3 +log X3 =9
2

Como una suma de logaritmos de igual
base es igual al logaritmo de un
producto, entonces:

Log x3/x® =9 —»x3x3=2°
2
9
x2 =2
de donde al simplificar obtenemos:

9

IDENTIDAD FUNDAMENTAL N°4

Si el logaritmo de un numero “a” en base
“b"” se encuentra como exponente de una
base ¢ (c > 0); el niumero “a” y la base
“c” se pueden permutar, es decir:
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L L -
¢ op?_9p¢ FUNCION EXPONENCIAL l

Demostracién:
Por identidad sabemos que:
Logba Logbc = Logbc Logba

Si; “b” es un numero real positivo
diferente de “1” (b > 0 A b # 1) entonces
la funcién “f” se llama exponencial de
Por la formula: base “b” si y sélo si:

bLogCazLogcab

f={(X,y)/y=b.(b>0 Ab=1)}

Se tendria:
Log, a Logbc

log, c =log, a Representacion grafica de: | y = b*

b b
Cancelando los logaritmos en base “b”
obtenemos: - - i) Primer caso.- Cuando la base esta

c b _ _9b € L.q.q.d comprendida entre “0” y “1”
(O<b<1)
. , 1
IDENTIDAD FUNDAMENTAL N° 5 Caso Particular: y = (3)

Si el producto del nimero y la base de
un logaritmo es igual a la unidad,
entonces su logaritmo es igual a - 1; es
decir:

Tabulando, obtenemos los siguientes
pares de valores:

Df [ X |- |.e. -2 {=1]0 |1 |2 |. |+
Re |Y |+o|..n|9 |3 |1 |1/3|1/9]... |0

Si: N.b=1= Log N=-1

Demostracion:

SiendoNb =1 — N2+ Grafica : Propiedades de:
b y=b*:0<b<1

0. N = bl

1.D1 eR
con lo cual : Log,N=Log, b~ 2.Rf e<0; o>
3.y=b*> ¥vxeR
. . . . 4, i = =b*X=1
Aplicando  la  primera  identidad Si; x=0-y
obtenemos: 5. Si,x<0—->y=b*>1
6. Si,X-)'OO:)Y: bx—)OO
Log, N=-1 L.g.q.d. 7. Si,x>0 =y=b<1
8.

Si, X >0o—>y=b->0
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il) Segundo caso.- Cuando la base es
mayor a la unidad (b > 1)
Caso particular; y = 3*
Tabulando : obtenemos los valores:

Dr [X [-o [...]-2 [-1 o1 [2 [.. [+
Re |Y |4+ |...|1/9]|1/3 |13 9 U
Grafica: Propiedades de:

y=b*:(b>1)

D1 € <~} o0 >
.Rf € <0; 0>

.y=b*>0vxeR

.Si,x<0->y=b*<1

.Si, X5 -0o=>y=b*>0

v X

.Si, x>0 =>y=b*>1

1
2
3
4.Si; x=0->y=b*=1
5
6
7
8

.Si, X >0 >y =b>sw®

Funcién Logaritmica
Si “b” es un numero real positivo
diferente de la unidad entonces una
funcion “f” sera logaritmica si y solo si:

f={(x,y)/y=Logbx;(b>0 Ab=1)}

al cual llamaremos << funcién logaritmo
de base b">>

Observacion:
Funcion Exponencial
y = f(x) = b*

Funcion Logaritmica
y = f(x) = Log x
b
Dre<0; o>
Rfe <-0; 0 >

Df e <-0; o>

Rre<0; o>

Notese que:
vV b e R* -{1}

y = bX - Log,y = x

Funcion Directa l

w,, " W,

Permutando “x” por “y

Y = Logbx

Funcidn Inversa

Representacion grafica de:
| y= Logbx|

i) Primer caso: Cuando la base esta
comprendida entre 0"y “"1”" (O<b < 1)
Caso particular: y = Log, x

3
Tabulando; obtenemos los valores

Df [X |0 . |1/911/3 (1|3 9 ver | Fo0
Re |Y | R 1 0|-1 [-2 |... |-o
Grafica: Propiedades de:
y=Log x |VY= Log,x; (O<b<1)
A
y=Logl/3x
-1f---)
0f 1/3
|| SEETR———
A P
1. Df € <-0; o >
2. Rf € < -0} o0 >

Si, x< 0>Log, x4 en R
4. Log b=1
5. Log,1=0
6. Six>1= Log, x<0
7. Sit X—> 0 = Log, X >
8. Siix<l- Log x>1

9. Si:ix—>0 Log, x—>x®

ii) Segundo caso: Cuando la base es
mayor que la unidad (b > 1)

Caso particular:
y = Log3x

Tabulando, obtenemos los valores:
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De [X |0 |...]1/9]1/3 [1]3 |9 |... [+w Deducimos las siguientes propiedades:
Re Y |- [...]-2 |-1 Jof1 [2 .. |+

Grafica: Propiedades de: I. Existen infinitos sistemas, donde

y=Logbx(b>1) y = Log, X; (b>1)

4y =Log, x(b>1)

o
(=Y
Wit-------=-=

XL

9 »
1. D1e<0; 0>
2. Rf € < -0} 0 >
3. Si, x<0—>Log, x3enR
4, Log b=1
5. Log,1=0
6. Six>1= Log, x<0
7. Sii X> o0 = Log, x = ®©
8. Sitx<1= Log, x<0
9, Si:x->0=> Logbx—)-oo

PROPIEDADES GENERALES

DE LOS LOGARITMOS

Teniendo en cuenta las graficas de la
funcion logaritmo:
y= Logbx (b>0ADb=1)

cada valorde b (b >0 A b #1) es un
sistema de logaritmos.

II. No existen logaritmos de numeros
negativos en el campo de los
numeros reales, pero si en el campo
de los nimeros complejos.

ITI. El logaritmo de “1” en cualquier base
vale "0” vy el logaritmo de la base es
igual a “1”, en efecto:

i) Log 1=0 — b% =1
b

Log b=1 — bl =b
b

IV. El logaritmo de un producto indicado
es igual a la suma de los logaritmos
de los factores.

log ab=Log a+Log b
X X X

Demostracion:

y
A
y = Log, x b>1
X
0 »
1
Y=L09bX O<b<1

Long
b _n| = vemos que:
Iogxa
A = X e (1)
Iogxb
A= X e (2)
Multiplicando (1) vy (2) m.a.m.
obtenemos:
log a +Log b
b X
ab =x
Por definicibn de logaritmo como
exponente, se obtiene:
log ab=Log a+Log b L.q.q.d.
X X X
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V. El logaritmo de un cociente indicado
es igual al logaritmo del dividendo
menos el logaritmo del divisor, es
decir:

a

x b

Log =Log a+lLog b
X X

Demostracion:
Teniendo en cuenta que:
Iogxa

a=x

Dividiendo m.a.m. (1).. (2) obtenemos:

Log SzLog a—-Log b L.q.q.d.

X X X

VI. El logaritmo de una potencia es igual
al exponente por el logaritmo de la
base, es decir:

b
Llog a =blog a | L.g.q.d.
X X
Demostracion:
En la identidad fundamental:
Log a
X
Aa=X e (1)
Elevando al exponente “b” m.a.m.
obtenemos:
blog a
b X
a =X

por definicion de logaritmo como exponente,
se obtiene:

b
log a =blog a L.g.q.d.
X X

VII. El logaritmo de una raiz es igual a la
inversa del indice del radical por el
logaritmo de la cantidad subradical, es
decir:

Log ®/a =£Log a
X b X

Demostracion:

Teniendo en cuenta la identidad:

log a
X
a= X

Al elevar a la potencia 1 obtenemos:
b

1
ol 1

~ log a
b b gx

1

~ Log a
b b gx
jvya =X

Por definicion de logaritmos como exponente,
se obtiene:

Log ba:é Log a L.q.q.d
X

X

VIII. © El' producto 'de dos logaritmos
reciprocos es igual a la “unidad”, es decir:

log aeblog b=1
X a

RELACIONES ESPECIALES EN
LOGARITMOS

COLOGARITMO.- El cologaritmo de un
niumero en una base “b” es igual al
logaritmo de la inversa del nUmero en la
misma base.

L.q.q.d

1
Colog N =Llog —
b b N

http://www.academiaauge.com

CUESTIONARTIO DESARROLLADO




ACADEMIA AUGE ALGEBRA
Ejemplo: REGLA DE LA CADENA

3
a) colog . 27 = - Log . 27=‘§ Si en un producto de logaritmos un

w|~N

b) -colog a’la=Llog a
2

o~

aya

ANTILOGARITMO

El antilogaritmo en una base dada es el
numero que da origen al logaritmo,
matematicamente:

Antilog x = a*

a

Propiedades:

Il
=2

Antilog Log N
b b

Il
=2

Log Antilog N
b b

Ejemplos:
a) Antilog 3=23=8
2

b) Antilog -1/2 = 412 = =
4

N

CAMBIO DE BASE "b"” A BASE “x”

En general todo cambio de base implica
un cociente de logaritmos, es decir:

Log N
Log N = X
b Long
Caso particular:  Log N = Log N
b Log b

numero cualquiera y una base cualquiera
son iguales entonces estos se cancelan
incluso el simbolo logaritmico

log a.Log b.lLog c.Log d=Llog a
b d

Cc X X

SISTEMAS DE ECUACIONES
LOGARITMICAS

Los sistemas de ecuaciones logaritmicas
se caracterizan por que tienen las
mismas soluciones para cada ecuacién
gue se presenta dentro del sistema.

La soluciédn a un sistema depende en
gran parte de la habilidad del operador,
sustentado en las propiedades
logaritmicas.
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INTERES cCoOMPUESTO
ANUMNALLIYNATIDES

ST

INTERES COMPUESTO l

Un capital se impone a interés compuesto

cuando en cada unidad de tiempo

(generalmente cada afo), los intereses

producidos se adicionaran al capital, de tal

modo que en la siguiente unidad de tiempo, el

nuevo capital también produce intereses.

Debemos tener en cuenta la siguiente

notacion:

M : Monto = Capital + intereses

C : Capital impuesto

R : tanto por ciento anual; es el interés
Producido por 100 soles en 1 afio

R | .
r:tanto poruno (r= ——, es el interés
100

producido por un 1 sol en un afio)
t : tiempo que se impone el capital,
generalmente en afios

DEDUCCION DEL MONTO l

Dado un capital C que se impone al interés
compuesto al “r’ por uno anual, durante un

determinado tiempo de “t” afos. Calcular el
monto “M” que se obtiene al final de este

tiempo.

Deduccion:
Sabemos que el monto al final del afio es
igual al capital mas el interés, es decir:

Capital + Interés = Monto

OIVILD mE m_q_'x_n_rr@hﬂ

Por consiguiente:
En el primer afio:
C+Cr=C(@+0n

En el segundo afio:
C@+nN+C@+nNr=C@1+r?

En el tercer afo:
C@+nN+C@+1r?r=C(1+ 1)

En el “” afo
C@+nt+c@+nt-tr=Cc@+n!
Vemos que el monto obtenido por un capital

“C” al ‘" por uno de interés compuesto
durante “t” anos, es:

M=C(L+r)t

De esta formula podemos despejar:

a) Elcapital: “C”:

M
@a+n'

“

b) Eltanto por uno: “r

r=t/=—1

0

c) Eltiempo: “t”

_ LogM —LogC
Log(1+r)
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EJERCICIOS l

01. Hallar el monto que se obtiene al imponer
un capital de 7 500 soles al 5% de interés
compuesto, durante 8 afos.

Dato: (1,05)® = 1,477455

Solucion:
Del enunciado, tenemos:
C=7500
R =5%
r= i =0,05
100
t = 8 afios
Reemplazando en la férmula:

[ M=C@+r)

Obtenemos:

M =7 500 (1 + 0,05)8

M = 7 500 (1,05)8

Considerando el dato, el monto sera:
M =7 500 (1,477455)

M = 11 080 92 soles (Rpta).

02.Un cierto tipo de bacterias se
reproduce en forma muy rapida de
modo que en una hora aumenta su
volumen en un 75%. Cuantas horas
seran necesarias para que su
volumen sea 70 veces su volumen
original?

Datos: | Log7 =0,845098
Log 1,75 =0,243038
Solucion :
Consideremos un volumen “V” como si
fuera el capital depositado a interés
compuesto, 70 “V” sera el volumen final

Donde: R=75% — r = i =0,75.
100

Reemplazando en la formula de monto:

cC=V
M=C(L+r)M=)70V
r =0,75

Se tendria:

70V =V (1 + 0,75)t
70 = (1,075)t

tomando logaritmos en ambos miembros,
obtenemos:

_ Log 70
Log1,75

t_Log 7 +Log 10
~ Log1,75

,_ 0845008 +1
~0,243038

De donde:

t = 7,59 horas Rpta.

Observacion: En la formula del monto :
M=C(1+r); elexponente“t”y el tanto
por uno “r” siempre van expresados en la
misma unidad, segun sea el periodo al fin
del cual se capitalizan los intereses, es
decir:

capitalizaciéon Tiempo Tanto por uno

Anual t (en afios) r (anual)
Semestral 2t r/2
Trimestral 4t r/4
Mensual 12t r/12
Diaria 300t r/360

03. En cuanto se convertira 50 000.00
soles, impuesto al 5% anual,
durante 6 afos, capitalizandose los
intereses cada trimestre?

Dato: (1,0125)%* = 1,347
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Solucion: La primera “A.’durante “t” afios nos da
De acuerdo con el enunciado del un monto de Ac(1 + r)t
problema: La segunda “A.” durante (t - 1) afios

C = 50 000.00 soles
R = 5% anual

r= S = 0,05 (anual)
100

005

r = 0,0125 (trimestral)

t = 6 afios = 6(4) = 24 trimestres

Reemplazando en la férmula del
monto

M=C (L+r)

Se tendria:
M = 50 000 (1 + 0,0125)2*
M = 50 000 (1,0125)%

Utilizando el dato:
M = 50 000 (1,347)

el monto sera:
M = 67 350,00 soles (Rpta).

ANUALIDADES l

Definicion.- Se llama anualidad a la
cantidad fija que se impone todos los
afos para formar un capital o en su
defecto amortizar una deuda.

Anualidad de capitalizacion.- Se
denota por “A.” y es la cantidad fija que
se impone al principio de cada afio al “r”
por uno de interés compuesto para
formar un capital “"C”, en un tiempo “t”.

Siendo “t” el tiempo en el cual se desea
formar el capital “C”, colocando las
anualidades al principio de cada afo.,
vemos que:

nos da un monto de Ac (1 + ryet

La ultima anualidad A, durante 1 afo,

su monto sera: Ac (1 +r)

Sumando todos los montos producidos
por las anualidades, formamos el capital
“C".

C=Ac(1+r)t+ Ac(1+n"1 + ... + A(1 + 1)
C=Af[Q+nNt+Q+N" + ... + (1 +1)]
Factorizando : (1 +r)

C=A(1+r) [A+NN*T + (1 + T2 + .. + 1]
Como los sumados del corchete
representan el desarrollo de un cociente
notable, obtenemos:

C=A. 1+ r)[(1+ 0 _1}
A+r)—-1

Despejando la anualidad de capitalizacion:

C,r

A. =
\ (L+1) [(1+r)t—1]

Anualidad de Amortizaciéon.- Es la
cantidad fija que se impone al final de
cada afo al “r” por uno de intereses
compuesto para amortizar una deuda “C”
y los intereses que produce, a interés

compuesto, en un tiempo “t”.

Siendo “t” el tiempo en el cual se debe
pagar el capital prestado “C” mas sus
intereses, colocando las anualidades al
final de cada ano, se observa que:

La primera anualidad impuesta durante
(t - 1) afos, nos da un monto de :

As (1 +r)tt
La segunda anualidad impuesta durante
(t-2) anos, nos da un
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monto de: A; (1 +r)t?

La ultima anualidad impuesta durante el
altimo ano es A..

La suma de los montos producidos por
las anualidades equivalen al capital
prestado mas los intereses producidos,
es decir: C (1 + r)t; con lo cual se
tendria la ecuacién:

C(1+nt=Aa (1+0 1+ As (1+0)P 2. + As

Factorizando “A.,"” en el 2do. Miembro:
C(1+nt'= A, [(1+r)t'1 +(+nt 24 +1}

Por cocientes notables (reconstruccion)

C (1+r)t — A, [(l+r)t'1 ]
1+r)-1

Por consiguiente:
La anualidad de amortizacién “A,” para
pagar el capital prestado “C” esta
formulado por:
_C.r(1+n)t

a (1+r)t-1
Ejemplo:
Se acordd la compra de un terreno en
150 000 soles, cuya cantidad se tomé a
préstamos al 4% amortizable en 15
afnos. ¢éQué cantidad fija se debe
imponer a final de cada ano para
cancelar el préstamo mas sus intereses?
Dato: (1,04)>* =1,8
Solucion: Del anunciado tenemos que:
C = 150 000 soles

R = 4%
r= % —0,04
100

Reemplazando:
_(150000)(0,04)(1+0,04)"

A
(1+0,04)* -1

a

_(150000)(0,04)(1,04)"*
(1,04)* -1

Aa = 13491,2 soles

A

a

BINOMIO DE NEWTON l

Factorial de un numero natural.- Es el
producto de todos los numeros enteros
positivos y consecutivos desde el nimero 1
hasta n inclusive; su notacion es:

n!'o |n_; se lee “factorial del numero “n

Asi tenemos:
a)|i:1x2x3x4x5x6=720:6!

b) [3=3!1=1x 23=6
©) |4 =41=1« 2«34 =24

En general:

n!zln_:1x2x3x ....... x(n—l)xn

Observemos que:

|-_3 = No existe
5 .

L = No existe
2

|i = -1x2x3=-6
|_5 - 1x2x3x4x5:

60

|_2 1x2

PROPIEDADES l

1. El factorial de un numero se puede
descomponer como el producto del
factorial de wun ndmero menor,
multiplicado por todos los
consecutivos hasta el numero de
consideracion, es decir
[12 =[ 9 x10x11x2
|26 =[16 17 18 .o « 25 x 26
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En general: Dado que; [ =|n-1x n

|_=\Lk (n-k+1)(n-k+2)...(n=1)n

donde : k<n
[5 x |18
6 x |17

Simplificar : E=

Solucioén:
Descomponiendo los factoriales:

Ezlﬁxlﬂx 18 ) 18
Jéx GXM 6

E=3

Rpta.

2. Si el factorial del numero A es igual
al factorial del niumero B, entonces A
y B son iguales, es decir:

IA =|_B©A=B

Ejemplo:Calcular los valores de “n”

Si:
(n) -8 |n+12 =0

Solucion:
Factorizando; tendriamos:

([n-2) (|n-6)=0

igualando cada factor a cero:
a)ln =2 =[2 = n=2
a)|l=6 =|3_: n=23

.. C.S. = {2, 3) Rpta.

(A=#0AB=0)

Observacion: El factorial de cero
es igual a la unidad, es decir:

0! = |i =1 |; Demostracion :

para:n=1 —>|_=|_Ox1
or=lo =1

3. Si el factorial de un nimero “n” es
igl.lla_la uno, entonces el valor de “n”

puede ser cero o la unidad

n=1 < n=0vn=1

Ejemplo: Hallar “n”, si:
(n-2)!'=1

Solucion:
) Nn—-2=0->{n=2]
h-2)!=1=
i) Nn—-2=1-{ n=3]
L CS. . =1{2;3} Rpta.

EJERCICIOS l

(D ¢Qué valor de n” verifica la siguiente

igualdad:
1024|n—=1[1x3x5..x(2n=3)]= | 2(n-1)
Solucion:
Dado que:

1x3x5...x(2n—3):
_ Ix2x3x4x5...x(2n —3)(2n — 2)
2X4X6X....... x(2n — 2)

2n-2

2" n-1

la igualdad se transforma en:

2n-2

1x3x5...x(2n—3)=

2n-2

201

cancelando los
obtenemos:
2" 1 =1024 — 2"t =210
n-1=10
=|n=11

1024 |n-1 «

factores comunes

Rpta.
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@ Si se cumple la relacién:
11 +2[2+3+3+...+n|n=2069

Hallar el valor de n.

Solucion
Cada coeficiente de los términos el
primer miembro, se puede expresar de
la siguiente forma:

(2-1) L+ G-1)[2+ (4-1) |3+ ......

............ + (n+1 -1)|n = 5039

de donde el operar, obtenemos:

[2 -[1 +[3 - |2+[4 -3+ ...
......... +(n+1-|n = 5039

al cancelar, los términos semejantes, se
tendria:

-1 +{n+1=75039

n+1=5040
n+1 = |l

n+1=7 — |n=6]| Rpta.

ANALISIS COMBINATORIO l

Permutaciones.-

Permutaciones de “n

elementos tomados en grupos de “n” son los
diferentes grupos que se forman en el cual

A\ W4

participando “n” elementos en cada grupo,
estos se diferencian por el orden de

colocacidon; matematicamente:

Pn:n!:\n_

Ejemplo: Permutar “a”, "b” y “c”

Solucion:

La permutacion de “a, b”y “c” es:
Pabc = {abc; acb; bac; bca; cab; cba}

P; = 3 | = 6 grupos; en cada grupo hay
3 elementos, que se diferencian por el

orden de colocacion.

A\ n”

Variaciones.- Variaciones de “n
elementos tomados en grupos de “k” en
“k” son los diferentes grupos que se
forman en el cual participando “Kk”
elementos en cada grupo estos se
diferencian al menos por un elemento o

por el orden de colocacién;
matematicamente:
"
vl =
k n-k
Y \n)(n—l)(n—Z) ........ (n-k+1/)
k — ~
k factores

A\} 14

Ejm: Variar “a”, “b” y “c” de 2 en 2.

vy b,¢ _{ab, ac, ba, bc, ca, cb }

ENE

3 _ !
5 = =

32 [1 1

1x2x3

n ”

Combinaciones.- Combinatoria de “n
elementos, tomados en grupo de “k” en
“k” son los diferentes grupos que se
forman, en el cual participando “k”
elementos en cada grupo estos se
diferencian al menos por un elemento,
matematicamente :

anl_n
“ Lk [k

sk <n

n
Cy =

Ejm.: Combinar, “a”, "b” y "c”" de 2 en 2

http://www.academiaauge.com

CUESTIONARTIO DESARROLLADO




ACADEMIA AUGE

ALGEBRA

Solucion
c3P ={ab, ac, bc |

L3
c3 = -
2
2 |1 1xexa

C§=3; grupos en el cual un grupo es

1x2x3

diferente del orden de

colocacion.

otro por el

Propiedades:
1) Cg =Cnx
2) CR+CRi=cCp*t

n+1 _ n+1 n
3) Ckit=,.7 Ck

4 CRi=Kcp

e m=n
5 |ci=Ch < A
a=b
< m=n
Ci=C < A
a+b=m=n

\
6) Co=C1=n

BINOMIO DE NEWTON l

Es una férmula que nos permite encontrar
el desarrollo de un binomio elevado a
cualquier exponente.

Deduccidon del binomio para exponente
entero y positivo.

1. (a+b)! = a+b

2. (a+b)2 = a2 + 2ab +b2

3. (a+b)3 = a3 +3a2b+3ab2+b3

4. (a+b)* = a* + 4a%b +6a2b2+4ab3+b*

De estos desarrollos observamos :

1.

El desarrollo es un polinomio
homogéneo, cuyo grado es igual al
exponente del binomio.

El ndmero de términos que tiene el
desarrollo es igual al exponente del
binomio mas uno.

Los exponentes en el desarrollo varian
consecutivamente desde el exponente
del binomio hasta el expediente cero
en forma descendente y ascendente
con respecto a “a” y “b”.

Los coeficientes de los términos
equidistantes de los extremos en el
desarrollo son iguales.

En el desarrollo, cada coeficiente es
igual al coeficiente anterior
multiplicado por el exponente de “a” y
dividido entre el exponente de “b” mas
uno.

La suma de los coeficientes del
desarrollo es igual al numero 2
elevado al exponente del binomio.

Si en el binomio, su signo central es
negativo, los signos en el desarrollo,
son alternados.

De acuerdo a estas observaciones

tendriamos la siguiente forma
genérica.
nin-1
(a+b)" = a" + na™t b + "D ar2b2s
X
$ =D=2) gnsps L +bn
1x2x3

Coeficientes Binomiales.- Son los
coeficientes de los términos del

desarrollo de (a+b)", donde n puede
ser entero, fraccionario, positivo y/o
negativo.
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i. En el binomio de newton si n es
entero y positivo, su coeficiente

binomial es:
Cn_n(n—l)(n-2) .......... (n-k+1)
k™ K!

ii. Si n es fraccionario, su coeficiente

binomial es :
ny nn-1)(n-2)......... (n-k+1)
k) k!

De acuerdo a esto, se tendria.
(@+b)"=cva"+c",a" b+ ...chn°

TRIANGULO DE PASCAL l

Es un tridngulo en el cual, un coeficiente
cualquiera es igual a la suma de los dos
gue van sobre el en la linea anterior.
Es practico cuando los exponentes del
binomio son pequefios.

Ejemplos : Para hallar los coeficientes
de (a+b)®; su triangulo de Pascal seria:

(a + b)° = 1

(a + b)! = 1 1

(a + b)? = 1 2 2

(a + b)3 = 1 3 3 1

(a + b)* = 14 6 4 1
(@a+b)¥= 1 5 10 10 5 1
(@a+b)¥= 16 15 20 15 6 1

FORMULA PARA DETERMINAR UN
TERMINO CUALQUIERA DEL
DESARROLLO DEL BINOMIO DE
NEWTON

Dado el binomio:
(@+b)"=cga”+cl av'b+ .. +Cb"

t1 t
Tk+1

en su desarrollo vemos que:

T = CR@" K ()X

Ejm. # 1.- Hallar el G.A. del T en el
desarrollo de (x?- y3)?¢

Solucion:
a=x?
Datos : b=-y3
n=26

k+l =25 - k=24

Reemplazando en la formula:

Tk = Cﬂ(a)n_k 0| . 0<k<26

Obtenemos:
26—24 24
26 2 3
Tog1 = C54(X7) -=y~)

26_4.,72
Tos =CoaX7y

. Grado absoluto = G.A. = 76 Rpta.
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EJERCICIOS l

1. Determinar “k” en el binomio
(x+1)3%%, si los términos de
lugares (k - 4) y k? son iguales
en sus coeficientes.

Rpta. K =6

2. Cuantos términos racionales hay
en el desarrollo del binomio.

)

Ay

Rpta. = 6

3. Simplificar:
100 95 85
C5 ° C80 + C5
25 100 100
Ci00 +C15

4. Hallar el G.A. del término central
en el desarrollo del binomio:
(X3 + y4)22

http://www.academiaauge.com

CUESTIONARTIO DESARROLLADO




ACADEMIA AUGE

ALGEBRA

RACGLO

NALIZACION

FORMAS INDETERMINADAS

RADICACION l

Definicion.- Es la operacion inversa a
la potenciacién que consiste en hallar
una cantidad algebraica “b” llamada raiz
de forma que al ser elevada a un cierto
indice reproduce una “a”

cantidad a
lamado radicando o cantidad subradical.
Matematicamente:

Nfa =b < (b) =

Elemento de la radicacion:

¢_ Signo radical

indice _>n\ a = b Raiz

T— Radicando o cantidad

el subradical
Ejm.:
a) 481 = +3 > (£3)* = 81
3/125 = 5 - (5)% = 125
c) ¥/-32 =-2 5 (-2)° = -32
d) 16 = +4i — (+4i)% = 1612 =-16

Nota.- i; en la unidad de los nUmeros
imaginarios, tal que:

i=/-1 > i%2=-1
Signos de las raices:
a) " /+ = + (Real)
b) P/- = + (Imaginario)
c) ™/ = 4+ (Real)
d) ™0 = - (Real)

Debemos tener en cuenta las siguientes
propiedades en cuanto a radicacion:

I. Raiz de una potencia

m

n/am _ a”

II. Raiz de una multiplicacion de
varios factores

"Jabc ="/a . /b . "

III. Raiz de una division

nézﬁ b0
> b

IV. Raiz de raiz

"/ =

RAIZ CUADRADA DE UN POLINOMIO l

Para extraer la raiz cuadrada de un
polinomio, su maximo  exponente
(grado) debe ser par y se aplica las
siguientes reglas:

10.- Se ordena y completa el
polinomio respecto a una letra -
ordenatriz, luego se agrupan los
términos de “dos en dos”
comenzando por la ultima cifra.

20.- Se halla la raiz cuadrada del
primer término y obtenemos el
primer término de la raiz
cuadrada del polinomio. Esta raiz
se eleva al cuadrado, se cambia
de signo y se suma al polinomio
dado, eliminando asi la primera
columna.
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30.- Se bajan los dos términos que
forman el siguiente grupo, se
duplica la raiz y se divide el
primer término de los bajados
entre el duplo del primer término
de la raiz. El cociente obtenido es
el seguido término de la raiz.
Este segundo término de la raiz
con su propio signo se escribe al
lado del duplo del primer término
de la raiz formandose un binomio;
el binomio formado lo
multiplicamos por el segundo
término con signo cambiado, el
producto se suma a los dos
términos que se habian bajado.

40, - Se baja el siguiente grupo y se
repite el paso 3 y se continua el
procedimiento hasta obtener un
resto cuyo grado sea una unidad
menor que el grado de la raiz o
un polinomio de resto nulo.

Ejm.: Hallar la raiz cuadrada del

polinomio

P(x)=x*-4x3+6x>-4x+ 1

Solucion:

En este problema tenemos como datos:
Pe : Grado de polinomio =4
n : Indice de la raiz =2

PO

ro: ~ : Grado de la raiz = =2
n

N[

RO : Grado del resto

El grado del resto es siempre menor que
el grado de la raiz y su maximo grado,
uno menos que el grado de la raiz
multiplicada por (n - 1)

RO=(n-1)ro-1

En nuestro caso:
RO = (2-1) 30 -1 —» RO-20

Distribuyendo en términos tendriamos:

x* - 4x3 1 ex2 -4x+1 X2 -2x+1

! () (x) = x°

0 2x?

-4 x3 + 6x2 -4x3 + 2x* = -2X

4 x3 - 4x? (2x? - 2x) (2x)
2x2-4x +1 |[2x?+2x* =1
-2x2 4+ 4x -1 [(2x?2 -4x + 1) (-1)

0
.. Vemos que:

4/P(x)=\/x4 4x3 +6x%2-4x+1 = X2 -2x+1

EJERCICIOS l

Hallar la raiz cuadrada de los siguientes
polinomios:

a) PX)=x*+x3+x2+x+1

b) P(x) =2x®-3x>+4x3-6x+1

c) P(X)=2x®8-x"+6x8-x%-x?-2
d P(x)=2x*-x3-3x2+6x-3

e) P(X)=x0+2x>+x2+2x+1

RADICALES DOBLES l

Las radicales dobles son expresiones
algebraicas que adoptan la siguiente
forma:

A+ B

Ejemplos:

a) 3+2+2 b) «5-./24
c) \/7-2410 d) 14-.132

TRANSFORMACION DE RADICALES
DOBLES A RADICALES SIMPLES

Las radicales dobles se pueden
descomponer en la suma o diferencia de
dos radicales simples.

Deduccidn de la féormula.

Sabemos que:
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JVAEB = X £y e, ()

De aqui obtenemos el sistema cuyas

A\ /4 A\T /4

incégnitas son “x” ey

X 4y = VAFB (1)
WX -y = A-B (2)

Resolviendo el sistema:
i) Calculo de “'x" :

N JA+ B +/A- B ;

2

elevando al cuadrado

=A+\/A2-B

2

haciendo : C = A?-.B
_A+C
2

ii) Calculo de “'y”
A+ B -la-B .
'\/y_ 2 ’
elevando al cuadrado

_A-A%-B

A\Y n” A\Y ”

Sustituyendo los valores de “x” e “y” en

. (1) y ... (2), obtenemos las formulas
de transformacién de radicales dobles
en radicales simples; sintetizando:

A+.B =

A+C /A-C

vz

Donde: C = -/A%-B

cuadrado perfecto.

y A2 - B es un

Ejemplo # 1:
Descomponer en radicales simples:

E=1/15+2./56

Solucion:
Pasando 2 al radical interno (pasa como 4)

A =15
E=\15+.224 —
B =224
15+C 15-C
E=. |/ — 4+ |/ i
J 2 +\/ 2 ()

Calculo de C:

C=+/A2 - B =152 -224 = .[225-224 =
luego en ..... (1)
E:\/152+1 . J152—1: 847

- E= 415+2.66 = 2.2 +./7  Rpta.

FORMA PRACTICA l

Si el radical doble se puede expresar en

la forma: A+2-.B ; su transformacion a

radicales simples se obtiene por

inspeccién:
VAt2.B =

en esta transformacion debe tenerse en
cuenta que:

10- ri>nr

20- rm+r=A

30,- Ml .= B

Ejemplo # 2:
Descomponer en radicales simples:

R = 1/10-2+/21

Solucion

Buscamos dos numeros “ri” y “r.” cuya
suma sea 10 y producto sea 21.

Estos nimeros son 7y 3, esdecirri =7y
r, = 3, con lo cual se tendria:

R =110-221 = 7 - /3
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EJERCICIOS l

01.- Calcular el valor de:
S=\/12+«/140 -Js +@+\/11-2ﬁ -
-\J7- 2.6

02.- Hallar el valor de:

1+2\/1+ ....... +241+2+/3+242

03.- Hallar la raiz cuadrada de:
S:5x+4+2x6x2 +11x+3

1+ 2\

!

04. Qué radical doble dio origen a
los radicales simples

JBx+3 - /3x+2
Transformacion en radicales simples

para radicales de la forma
\/A + B+C+D i, (I)
\/A+\/§—\/E—\/5 ....................... (II)
Solucion:

Si (I) y (II) se puede expresar en las
formas:

\/A+24/xy +2\/E+2\yz
\/A+2,\W—2\/E+2,\yz

donde: A=x+y+z
entonces se tendria que:

JA+B+C 44D = x4 fy +42
A+ B-C-D= x-Jy-z

Ejemplo # 1: Expresar en radicales
simples:

S= \/15 +./60 + /84 + /140

Solucion:

Como: 60 =4 x 15
84 =4x21
140 =4 x35

sz\/15+2J1*5+2\E+2\/£

0 también:

S=1[15+2./3(5) +2./3(7) + 2. /5(7)

donde: 3 + 5 + 7 = 15, entonces la
transformacion a radicales simples es:

S=/15+/60 + 84 + /140 = 3+ 5 +./7

Rpta.

Descomposicion en radicales
simples para radicales de la forma

Sa+.B

La transformacion se puede expresar en
las formas:

A\Y ”

Para determinar “x” e “y” utilizamos las
relaciones

C=3AZ- B rrrirreernen ()

A=4x3-3xC

y=x2-C i, ¢9)
C, se obtiene directamente en (a) y se
reemplaza en (B)
En (B) se forma la ecuacion cubica en

A\Y ”

x”, la cual se resuelve por tanteos,
luego el valor de “Xx” se reemplaza en
(A) y se obtiene el valor de “y”.

Ejemplo: Hablar la raiz cubica de:

10 + 6 3
Solucion
Expresando bajo el radical cubico, se
tendria:

S=§/10+6ﬁ =§/10+\/1078 = x+.Jy

A=10yB =108 — C = 10%-108

C=-2

Reemplazando en:
A =4x3-3xc— 10 = 4x3 - 3x (-2)
Tenemos la ecuacién:

2x3 + 3x - 5 = 0: por inspeccion vemos
que

Luego en 2

-C
- (-2)
. %/10 + 6\/§ =1+ \/§

i
w = X

< < <
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RACIONALIZACION l

Es la operacion que consiste en
transformar una expresion algebraica
irracional en otra parcialmente racional.
Fraccion irracional.- Se llama asi a
una fracciéon, cuando el denominador
necesariamente es irracional.

Factor racionalizante.- Es wuna
expresion irracional que multiplicado por
la parte irracional de la fraccién
irracional la transforma en racional.

CASOS QUE SE PRESENTAN l

I. Cuando el denominador irracional
es un monomio.

f——— | ; m>n

Tan

En este caso el factor racionalizante
multiplica al numerador y denominador
y esta dado por:

fr = T amn
Entonces:

f— N Mam—n
Ma" = Wam-n

f N am-n

rQ an+m—n

f N Yam—n

a

Ejemplo: Racionalizar:
5

§/a5 b3 C2
Solucion:

El factor racionalizante es:
con lo cual:
F= 5 8/ad b3 c2
8\/a5 b3 c2 ¢ 8\/a5 b3 c2
5 8\ a® b3 c?
abc

F =

II. Cuando el denominador presenta

radicales de indice dos, de las
siguientes formas:
Fi= N
Jat.b
Fp = N
at+-b
N
=
Ja+biifc

En este caso los factores racionalizantes
respectivos son:

fi = Ja xb
f2 = aix/B
fs = (Ja + \b)F-/c

Recordemos que:

(fatb)(fasb)=a-b

Ejm. Racionalizar
4

1+42 +4/3

R =

Solucion:
Multiplicando
racionalizante:

R:[ 4 Jlﬂﬁ—ﬁ
1+2++3 ) 1++2-43
obtenemos:
_ 4(1+42-43)
(1++/2)% - (+3)?

_4(1+42-3)
2.2

por el factor

R

Racionalizando nuevamente:

_4(1+-2-B) 2
2.2 T2
R=2+/2-.6 Rpta.

R
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III. Cuando el denominador irracional
es un binomio o trinomio con
radicales cubicos de las siguientes

formas:
N
Fi= 3 3
3/a +3b
E = N
, =
3la? £3/ab + 3b?2

En este caso los factores racionalizantes

son:
f1 = %/a7¢§ab +3p2
fo= 3a+3b

Debe tenerse en cuenta que:

Ga+3b) (a? £3ab +3b?) —azx b

Ejemplo: Racionalizar:
f= 1
32 -1

Solucion
Multiplicando por el factor racionalizante
el numerador y denominador, se tendria:

f:( 1 J{322+?d27+1]
¥2-1 322+3ﬁ+1
f = ‘\‘/Z+%/27 +1
&2 ) -1

f=234+32 +1

Rpta.

IV. Cuando el denominador es un
binomio o polinomio de las formas:

a) "a+"
b) ”\/a”'l T r1\/a 20 4o, T bl

Debemos recordar:

1) Para todo valor de n :

(/a —"/b) (”\/ani‘lJr ”\/er ...... + n\/bni_l):a'b

2) Para n impar:
Ma+"b) (Va™ —"a™b+....+ Yo"y —a+b
3) Para n par:

(fa+1b) (Ya™ ~"a™2b+....- "b™)=a-b

Uno de los factores es el factor
racionalizante del otro.

Ejm.: Racionalizar F = 1
%2 -1

Solucion
Multiplicando el numerador, denominador
por el factor racionalizante, obtenemos:

F—[ 1 J{524+§/273+§/272+52+1

R2-1 ?24+§/273+522+‘?2 +1
F=23%16+238+24+%2+1

FORMAS DETERMINADAS E

INDETERMINADAS

Si en una fraccion el numerador vy
denominador, o0 ambos se hacen cero o
infinito, se obtienen las siguientes
formas determinadas.

a 0 a, oo 0 o

01 a1 ;1 a1 o ’ 0
matematicamente se expresan de la
siguiente forma:

Li Lim
im
1) 8.0 4 aswo 2-w
a—>oo X X
Li Lim
im
2) X_w Blasw 220
a—>0 a X
x—0
Li Lim
im
3) X-0 6)asw 2=w
a—>oo a X
X—0

Nota.- La expresion:
Lim a

b Limite de la
a—>0 x

=mo ; se lee:

. a .
fraccion = cuando “x” tiende a cero es
X

igual a infinito ().

Formas Indeterminadas.- Son
aquellas expresiones que adoptan las
formas:

0
0. i;oo—oo;OXoo;loo;O

(0] [oe)

Verdadero valor.- Es el valor que
toma la forma indeterminada después
de levantar la indeterminacion:
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FORMA INDETERMINADA: %

Dada la fraccién @; tal que
Q(x)

Lim @ZE. Esto nos indica que el

x—>aQx 0

numerados y denominador de la fraccién
contienen el factor (x — a) que causa la
indeterminacion.

Para encontrar el factor (x —a) podemos
aplicar cualquiera de los siguientes
criterios, segin convengan:

1. Factorizacion por aspa simple:

Si P (x) y Q(x) son expresiones
racionales de segundo grado.
2. Regla se Ruffini:

Si P(x) y Q(x) son expresiones
racionales de grado mayor o igual
que tres.

3. Cocientes notables:

Si P(x) y Q(x) son expresiones
racionales binomias.

4. Racionalizacion
Si P(x) y Q(x) son expresiones
irracionales.

5. Derivacion (Regla de L’'Hospital)
Se deriva P(x) y Q(x) en forma
independiente.

Ejemplo # 1.- Hallar el verdadero

valor de:
. (s& 5/x ] 1532
-3
Lim E
cuando x =1 0
X—1

Solucion:

Cuandox -1 = E= % (Ind.)
Para determinar su verdadero valor,

levantamos la indeterminacion.
19.- mcm (4, 5, 15, 2, 3) = 60 (indices)

- Lim [60 15 _ 60/ 12 J (60 /x8)

x—>1 | 60/,30 60,20

Haciendo el cambio de variable:
Ox=t—> x =1t
X -1 =t — 1; setendria:
_Lim (115 -t12)¢8

T Xx—>1 30 _420

g_ Lim 20 (3 -1)
ay| £20 (110 _1q)
Cuandot=1

E = % (Indeterminado)

Por cocientes notables:

£ _ Lim (t-D(t? +t+1)
t=>1 (t-1)(t° +t& +t" +........ +t+1)
Cuandot=1
2
E:9 81J7r1+1 3E:i
1°+1° +17 ... +1+1 10

T @R
Tx o1 X —3/x " 10

FORMA INDETERMINADA: *

o0

Desde que ™ P® _® (104
X—>0 QK

Para levantar la indeterminacién
factorizamos en el numerador vy
denominador “x” al maximo exponente;
después de simplificar, calculamos el
limite cuando “x” tiende al infinito.

En forma practica debemos considerar
los siguientes aspectos, respecto a los
grados absolutos de P8x) y Q(x).

10.- Si : PO (x) > QO (x)
Lim @_w

X >0 Q(X)

20.-Si: PO (x) = Q° (x)
Lim P(x) Coef [Max Potencia]
x - Q(X) Coef [Max. Potencial

30.-Sj:

PO (x) < Q° (x)
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Lim @—O
X o QKX

Ejemplo.- calcular
lim 5x*+7x% -5

E-=
X—>o 4x% +3x3 +x°-8

Solucion:

Tomando el limite (x —» «)
E= Pt X5 % (jng)

© 4+ +0-8 ©

Levantando la

factorizando x con su mayor exponente.

. x* 5+ Zi)

lim X x4

X4 (4+ §+i_i)
X x? x4

Cuando : X > ®©

E=
X —> 0

5
E=" Rpta.
2 p

FORMA INDETERMINADA: « - «© l

Debemos considerar dos casos:

1°0.-Si  E(x) €S una expresion
algebraica irracional que toma la
forma de (» - ©) cuando x tiende al
infinito ().
E(x) se multiplica y divide por su
factor racionalizante y se lleva a la
forma [Ooj

o0

Luego de aqui podemos aplicar
cualquiera de las reglas practicas
vistas anteriormente.

2°.- Si E(x) es racional y toma la forma
indeterminada (« - «©) cuando x-=>a
Para levantar la indeterminacién se
efectla las operaciones indicadas y
después de simplificar hallamos
Lim E(x)
X—>a

indeterminacion,

Ejemplo.- calcular

szl‘i_snoo(\/ax2 —bx—x —/ax? —cx—b)

Solucion:

Cuando x 2> o = E = w - o (Ind.)

Para levantar la indeterminacion
multiplicacion el numerador y
denominador que vale 1 por factor
racionalizante, obtenido:

g_ Lim ax? +bx-c—ax? —cx+b
X—=>® \/axz—bx—c+\/ax2+cx—b
E_ Lim (b-c)x+(b-c)
X —> 0

\/ax2 —bx-c +\/ax2 +cx—-b

0

Cuando: x » o = E= = (Ind.)
o0

en el numerador vy

A\ /4

Factorizando ™“x
denominador:

Cuando: X —» o

E_ b-c b-c
Ja+-a  2/a
racionalizando, obtenemos el limite
Li —
moe_ (b-c) \a Rpta.
X — © 2 a
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